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Avanços na análise e nas estratégias para a melhora do transporte de massa em 
baterias de fluxo redox de pequena escala são aqui propostos. Com os benefícios 
trazidos pela miniaturização destes dispositivos, duas abordagens de redução de escala 
são analisadas. Em um primeiro momento, a manutenção das características construtivas 
de uma bateria de fluxo com membrana seletiva de íons, miniaturizando apenas seus 
componentes, é considerada. Uma nova geometria de redes fluídicas com canais de 
paredes corrugadas é proposta e a análise teórico-experimental mostra sua superioridade 
em relação a um caso de referência limitado pela difusão. Com a melhoria do transporte 
de massa, densidades de potência de até 1.3 W/cm², entre as maiores já reportadas, são 
obtidas. A alternativa de baterias de fluxo co-laminares sem membrana é explorada. 
Dispositivos com eletrodos sólidos planos ou corrugados e eletrodos porosos de carbono 
em configuração flow-by são analisados do ponto de vista do transporte de massa 
através da transformação integral, para a qual avanços na solução das equações de 
Navier-Stokes também são feitos. A influência dos diferentes parâmetros de projeto na 
densidade de corrente, na conversão de reagentes e na prevenção do fenômeno de 
mistura de potenciais é avaliada. As estratégias focadas no aumento da razão área-
volume nestes dispositivos se mostram capazes de melhorar consideravelmente o 
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Progress in the analysis and on strategies to improve the mass transport in small-
scale redox flow batteries is made. With the benefits brought by miniaturization of such 
devices, two scale-reduction approaches are analysed. Firstly, the same constructive 
characteristics of a membrane-based flow battery are maintained, solely miniaturizing 
its components. A new geometry for fluidic networks with corrugated wall channels is 
proposed and the theoretical-experimental analysis show its superiority against a 
diffusion-limited benchmark case. With the improvement in the mass transport, power 
densities of up to 1.3 W/cm², amongst the highest ever reported, are attained. The 
membraneless co-laminar flow battery alternative is explored. Devices employing both 
flat or corrugated solid electrodes and porous carbon electrodes in flow-by 
configuration are analyzed from the mass transport standpoint through integral 
transform, for which progress in the solution of the Navier-Stokes equations are also 
done. The influence of the diferente design parameters in the current density, reactants 
conversion and mixed potential avoidance is evaluated. The strategies focused on 
increasing the area-volume ratio has rendered marked improvements on the 
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Com o aumento da conscientização e da quantidade de evidências científicas de 
que a atividade humana tem um papel significativo nas mudanças climáticas, cresce a 
demanda pela substituição de fontes de energia baseadas em combustíveis fósseis em 
favor de fontes renováveis tanto para aplicações móveis quanto para aplicações 
estacionárias. Entretanto, grande parte das fontes de energia renovável sofre com 
produção intermitente de energia durante a operação, como no caso das energias solar e 
eólica, as tornando inadequadas para a cobertura da demanda energética sozinhas. 
Para superar esta adversidade, o desenvolvimento de tecnologias para o 
armazenamento eficiente de energia é considerado crucial (CHU & MAJUMDAR, 
2012; LARCHER & TARASCON, 2015). Uma opção atrativa é a bateria de fluxo 
redox (Redox Flow Battery, RFB na sigla em inglês), principalmente por permitir o 
desacoplamento entre a quantidade de energia armazenada (relacionada ao tamanho dos 
reservatórios) e a potência nominal (relacionada ao tamanho da bateria, considerando 
que todas as outras condições estão fixas) (WANG et al., 2013). O Centro de Pesquisas 
NASA-Lewis foi pioneiro neste tipo de tecnologia ao propor o conceito Fe/Cr (GINER 
et al., 1978; THALLER, 1979), mas o desenvolvimento de baterias de fluxo para fins 
comerciais somente ganhou espaço após a invenção da bateria de vanádio (SKYLLAS-
KAZACOS & GROSSMITH, 1987).  
A Figura 1-1 ilustra, de maneira geral, uma célula de uma bateria de fluxo redox. 
Diferente de uma bateria de estado sólido, as soluções de espécies envolvidas nas 
reações de oxidação-redução são armazenadas em reservatórios separados e 
independentes da bateria em si. Ao serem bombeados para a célula, o católito e o 
anólito, separados por uma membrana seletiva de íons, por exemplo, entram em contato 
com uma superfície reativa, na presença ou não de um catalisador. Conectando os 
terminais da bateria a uma carga, as reações de oxirredução se iniciam e elétrons 
produzidos na oxidação do anólito migram em direção ao catodo pelo circuito externo 
durante a descarga, ocorrendo o inverso na recarga. O processo é semelhante ao de uma 
célula combustível. No entanto, em contraste com células combustíveis, é requerido em 




fluxo típica usualmente consiste no empilhamento de várias células como as no centro 
da Figura 1-1 para que as demandas por tensão e potência, que vão além dos limites de 
uma célula individual, possam ser satisfeitas. 
 
 
Figura 1-1. Esquema geral de uma bateria de fluxo redox (adaptado de CHAMLALA et 
al., 2014). 
 
Além das aplicações com baterias de grande porte, a miniaturização de RFBs 
pode abrir novos horizontes tecnológicos, ajudando a superar a barreira de custos que 
tem impedido que este tipo de dispositivo torne-se amplamente utilizado (STEPHAN et 
al., 2016). Entre as aplicações que poderiam se beneficiar da estratégia de 
miniaturização e descentralização de RFBs, a indústria eletrônica se destaca. Inspirada 
pela multifunção característica do sistema circulatório de seres vivos, a integração de 
RFBs com componentes eletrônicos poderia permitir uma aplicação de dupla função, na 
qual os fluidos circulando pela bateria de fluxo são responsáveis tanto pela entrega de 
energia quanto pelo resfriamento do circuito. Em centros de processamento de dados 
(data centers em inglês), por exemplo, existe a perspectiva de melhoria da eficiência 
energética combinando a retirada de calor e a distribuição de energia em um único 
módulo. Este sistema funcionaria simultaneamente como uma bateria de fluxo e um 




convencionais. A direta integração da distribuição de energia via RFBs com 
componentes eletrônicos em um mesmo substrato permite a redução do número de 
conexões de energia, etapas de transformação de tensão e comprimento total da fiação 
(RUCH et al., 2011). Estas características podem levar a maior disponibilidade de 
espaço para conexões lógicas e a um custo reduzido de suprimento de energia para 
centros de processamento de dados (GOVINDAN et al., 2012; BARROSO et al., 2013; 
KATSAK et al., 2013). 
A integração mencionada requer esforços de redução do tamanho de RFBs para 
que estas se tornem compatíveis com as dimensões típicas de dispositivos eletrônicos – 
isto é, da ordem de 1 cm² para um microprocessador – e, também, de aumento da 
densidade de potência para ser capaz de lidar com a alta demanda por energia elétrica. A 
diminuição de tamanho pode potencialmente diminuir o custo das células devido ao uso 
de membranas reduzidas (quando estas são aplicadas) e à redução das dimensões da 
célula como um todo (JANOSCHKA et al., 2015; PERRY & WEBER, 2016). Tal 
necessidade impõe uma ênfase diferente em comparação com as correntes principais de 
pesquisa em baterias de fluxo, as quais miram em maiores eficiências energéticas e de 
tensão, em vez de focar na densidade de potência. Esta afirmação pode ser corroborada 
ao notar que a maior parte das densidades de potência reportadas anteriormente para 
RFBs são significativamente menores do que 1 W/cm² (AARON et al., 2012; LIU et al., 
2012; HUSKINSON et al., 2014; LIN et al., 2015). No entanto, os benefícios de 
baterias de fluxo com alta densidade de potência não são restritos à particular aplicação 
em dispositivos eletrônicos, e alguns grupos têm buscado densidades de potência mais 
altas em seus trabalhos como um meio de redução dos custos (PERRY et al., 2013; 
CHEN et al., 2016; ELGAMMAL et al., 2017). 
Com a máxima densidade de potência como objetivo primário e analisando o 
desempenho de RFBs durante processos de carga ou descarga, existem três principais 
fatores que contribuem para o desvio de uma tensão de equilíbrio eletroquímico ideal 
constante: perdas cinéticas, perdas ôhmicas e deficiência no transporte de massa 
(WEBER et al., 2011). Adicionalmente, a perda de carga se torna um fator crucial no 
desempenho geral destes dispositivos com canais de pequenas dimensões, haja vista que 
a potência necessária para o bombeamento é diretamente proporcional à queda de 
pressão. Dos mecanismos de perda mencionados, a deficiência no transporte de massa é 




Duas estratégias podem ser adotadas para a miniaturização de baterias de fluxo 
redox. A primeira consiste na simples miniaturização de conceitos tradicionais com o 
emprego de separadores – seletivos ou não –, já desenvolvidos para aplicações da 
tecnologia em grandes escalas. No entanto, já a partir do início do século XXI, uma 
nova proposta começou a ser pesquisada. Com o avanço das técnicas de 
microfabricação e o surgimento do campo da microfluídica, a possibilidade do 
desenvolvimento tanto de células combustíveis quanto de RFBs sem a utilização de 
custosas membranas seletivas de íons se tornou realidade (FERRIGNO et al., 2002; 
CHOBAN et al., 2004; CHOBAN et al. 2005). As dimensões reduzidas de dispositivos 
microfluídicos mantêm os escoamentos com números de Reynolds baixos o suficiente 
para que se enquadrem no regime laminar. Sem a presença do transporte turbulento, a 
mistura através da interface entre dois fluidos escoando lado a lado será limitada pela 
difusão molecular, criando, assim, uma espécie de separador virtual. Ao garantir que a 
região afetada pela difusão das espécies não atinge as regiões reativas, evitando a 




Tendo em vista as maiores dificuldades no transporte de massa para as 
superfícies reativas com escoamentos laminares típicos de baterias de fluxo redox de 
pequena escala, o projeto racional dos caminhos percorridos pelas soluções de 
eletrólitos, sendo o principal fator a limitar o transporte de massa, é intensamente 
estudado. Em um primeiro momento, no contexto de baterias de fluxo com membrana 
seletiva de íons, uma nova geometria de redes fluídicas com a introdução de canais 
corrugados alternando periodicamente entre constrição e expansão é proposta, 
contrastando com os canais retos comumente utilizados. A corrugação intenciona a 
deflexão parcial do escoamento de eletrólitos para o interior do eletrodo poroso. A 
forma ondulatória básica escolhida para o projeto das paredes dos canais foi a 
trapezoidal. O conceito de canais corrugados combina vantagens associadas às 
geometrias reportadas na literatura, podendo estas ser consideradas casos extremos 
direcionando nenhum ou todo o escoamento de eletrólitos para o interior do eletrodo 
(DENNISON et al., 2015). Com o estrangulamento do escoamento nas seções mais 
estreitas de cada canal corrugado, somente parte do escoamento da solução de 




permanece escoando no interior do canal. Este fato oferece maior flexibilidade projeto 
para um melhor equilíbrio entre maximização do transporte de massa e minimização da 
perda de carga em comparação com as geometrias de redes fluídicas já reportadas na 
literatura. 
Para investigar o mecanismo de melhoria do transporte de massa postulado com 
a introdução da geometria corrugada nos canais, primeiramente, uma análise de 
fluidodinâmica computacional (CFD na sigla em inglês) foi conduzida. Baseado nos 
resultados computacionais, redes fluídicas foram fabricadas com técnicas de manufatura 
aditiva contendo a nova geometria com diferentes graus de estreitamento do caminho 
percorrido pelo escoamento no interior dos canais. Técnicas de prototipagem rápida 
foram escolhidas por oferecerem baixo custo e versatilidade na fabricação das redes de 
canais (HUDKINS et al., 2016). No total, quatro diferentes redes fluídicas foram 
comparadas. A configuração flow-by com canais retos e paralelos foi utilizada como 
referência, em razão de ter suas características bem conhecidas. As outras três 
geometrias serão detalhadas ao longo do Capítulo 3.  
Inicialmente, medidas com baixa concentração, usando quinona e cianeto de 
ferro em meio alcalino (LIN et al., 2015), foram feitas devido à dominância dos efeitos 
do transporte de massa nessas condições. Este fato permite uma avaliação direta das 
características do transporte de massa com a ajuda da densidade de corrente limite, ou 
seja, a corrente obtida quando o transporte das espécies para as superfícies reativas é 
muito mais lento do que as reações de oxirredução. Em seguida, experimentos com altas 
concentrações, próximas à saturação do católito, foram realizados e as curvas de tensão 
da célula em função da corrente por ela produzida (denominada curva de polarização) 
foram medidas e analisadas para cada uma das redes fluídicas propostas. O efeito das 
redes de canais no desempenho geral da RFB, considerando a minimização das perdas 
por deficiências no transporte de massa como o principal parâmetro ajustável, foi 
investigado de maneira minuciosa. A escala da densidade de corrente em certa tensão 
com um número de Reynolds característico foi investigada. Finalmente, o equilíbrio 
entre potência produzida e potência despendida no bombeamento dos eletrólitos como 
função da vazão volumétrica é discutido. 
Em face do baixo custo e facilidade construtiva inerentes das baterias de fluxo 
sem membrana para aplicações onde a miniaturização destes dispositivos se faz 
necessária, um estudo numérico detalhado das características do transporte de massa 




maior complexidade de projeto das baterias de fluxo, devido à imperatividade de se 
manter uma separação adequada entre os eletrólitos, mesmo com ambos estando em 
contato direto. Para um melhor entendimento de como as espécies se comportam no 
interior de baterias de fluxo microfluidicas sem membrana, uma análise analítica 
simplificada de camada limite é desenvolvida para um canal de placas paralelas com 
eletrodos sólidos. Os resultados obtidos permitem a determinação dos principais 
parâmetros operacionais e construtivos em uma RFB que afetam o seu desempenho, no 
que se refere ao transporte de massa. Limitações inerentes ao conceito de baterias de 
fluxo sem membrana também são discutidas. 
Em seguida, um caso simples com eletrodos porosos dispostos em um canal de 
placas paralelas foi selecionado para uma avaliação teórica de suas características e para 
comparação direta com os resultados da análise de camada limite para RFBs que 
empregam eletrodos sólidos. Com a necessidade de alta confiabilidade dos resultados 
obtidos, a GITT foi escolhida como metodologia de solução para os modelos 
diferenciais parciais pertinentes. 
Para a aplicação da GITT a escoamentos em canais parcialmente ocupados por 
meios porosos, avanços devem ser feitos na técnica, sobretudo no emprego da 
formulação em domínio único às equações de Navier-Stokes. Para atingir tal objetivo, 
um novo problema de autovalor contendo informações sobre a variação abrupta das 
propriedades físicas é proposto, cuja solução é utilizada como base para a expansão em 
autofunções do campo vetorial de velocidades. Uma nova interpretação para a expansão 
em autofunções é apresentada, na qual o campo de velocidades pode ser determinado 
considerando a influência de um número infinito de vórtices perturbando um 
escoamento base. Esta proposição recupera automaticamente, como um caso especial, a 
formulação em função corrente para problemas bidimensionais. A metodologia é 
aplicada em um canal de placas paralelas parcialmente ocupado por meios porosos, sob 
condições de desenvolvimento hidrodinâmico e de escoamento laminar. Uma 
verificação detalhada com resultados de uma análise de elementos finitos (FEA na sigla 
em inglês) é realizada e resultados de referência para a situação física são oferecidos. 
Com a metodologia de solução do escoamento por transformada integral bem 
estabelecida, uma análise do transporte de massa de espécies eletroquímicas se segue. 
Impondo uma taxa de reação compatível com a limitação por transporte de massa, i.e., 
concentração nula na superfície reativa, um problema de convecção em 




GITT em formulação de domínio único. Resultados para o campo de concentração de 
uma espécie eletroquímica típica são analisados para determinar os efeitos tanto do 
número de Reynolds quanto da espessura relativa do eletrodo poroso no aparecimento 
do fenômeno de mistura de potenciais. Uma análise da influência do comprimento do 
eletrodo na densidade de corrente é oferecida e a importância da consideração do 
desenvolvimento simultâneo é demonstrada por meio da comparação com um caso com 
escoamento completamente desenvolvido que fora resolvido analiticamente. A escala da 
densidade de corrente com o número de Reynolds também é tema de análise e 
interpretações físicas desta grandeza são estabelecidas. 
Envisionando uma miniaturização ainda maior de baterias de fluxo, sobretudo 
tendo aplicações em eletrônica em mente, a análise de RFBs sem membrana continua 
propondo uma alternativa ao uso de eletrodos porosos comerciais. Tomando inspiração 
pela bem-sucedida aplicação de canais de paredes corrugadas em RFBs com membrana, 
uma geometria similar é proposta para aumentar a área reativa por unidade de volume e 
diminuir a escala em que o transporte de massa se dá. Uma análise teórica com a 
utilização da GITT para a solução das equações de Navier-Stokes e de transporte de 
massa das espécies em condições de limitação de transporte de massa é feita. Para o 
escoamento, a mesma decomposição em um campo de velocidades base e um infinito 
número de vórtices é empregada. Os resultados servirão para determinar a viabilidade, 
na pequena escala, dos canais corrugados como meio de aprimoramento do transporte 
de massa. Para tanto, efeitos tanto do número de Reynolds quanto da amplitude da 
corrugação sobre a densidade de corrente, a conversão de reagentes e a separação dos 
eletrólitos em relação ao eletrodo para o qual não foram designados são investigados. 
Avanços no uso de RFBs sem membrana e com eletrodos sólidos facilitaria uma 
aplicação com tripla função em centros de processamento de dados com uma redução da 
escala das células, limitada apenas pelo processo de fabricação adotado. A diminuição 
da distância entre os eletrodos permitiria que a comunicação entre as diferentes camadas 
de componentes lógicos, previstas na literatura (RUCH et al., 2011), seja eficientemente 
feita através das soluções de eletrólitos, se somando as já estabelecidas funções de 







1.3. Organização do Trabalho 
 
No Capítulo 2 uma revisão bibliográfica dos assuntos abordados na tese é 
oferecida. Começando pelos trabalhos que fazem uso de membranas seletivas de íons e 
explorando a alternativa de usar o escoamento laminar para evitar a mistura dos 
eletrólitos. A modelagem e análise teórica de RFBs também são contempladas. Uma 
breve revisão da modelagem de meios porosos e da Técnica da Transformada Integral 
Generalizada (GITT) são oferecidas. 
No Capítulo 3 a solução envolvendo a mera miniaturização de uma configuração 
construtiva típica de RFBs com uso de membrana seletiva de íons é analisada tanto do 
ponto de vista teórico, quanto experimental. 
No Capítulo 4 avanços na Técnica da Transformada Integral Generalizada são 
feitos para lidar com aplicações das equações de Navier-Stokes a meios heterogêneos e 
a domínios irregulares. Os casos específicos escolhidos são condizentes com os 
desenvolvimentos subsequentes aplicados a RFBs sem membrana. 
No Capítulo 5 a possibilidade do uso do escoamento laminar típico de 
dispositivos microfluídicos para prescindir do uso das caras membranas seletivas de 
íons é investigada. Por sua vez, este Capítulo se divide em três partes. Inicialmente, uma 
análise simplificada da camada limite de esgotamento para uma RFB de eletrodos 
sólidos paralelos é realizada com um método aproximado de similaridade. Na segunda, 
desenvolvida na seção 5.2, o transporte de massa em uma aplicação com eletrodos 
porosos em configuração flow-by é analisado teoricamente com o uso da GITT. Em um 
terceiro momento, ao longo da seção 5.3, uma aplicação envolvendo eletrodos sólidos e 
corrugação dos canais é investigada. 
No Capítulo 6, conclusões gerais sobre os resultados obtidos são tecidas, bem 





Capítulo 2 - Revisão Bibliográfica 
 
2.1. Baterias de Fluxo Redox com Membrana Seletiva de Íons 
 
Uma das principais estratégias para a melhoria do transporte de massa em RFBs 
é o projeto racional das redes de canais direcionando o escoamento dos eletrólitos. 
Geometrias selecionadas dentre as já publicadas são ilustradas na Figura 2-1. Entre os 
projetos dessas redes de canais reportados na literatura, três deles são aqui destacados. 
O primeiro é o básico flow-through, no qual todo o volume de eletrólitos é 
forçado a entrar em um eletrodo poroso posicionado no interior de um canal. Este 
conceito minimiza as perdas relacionadas ao transporte de massa, mas tem a séria 
desvantagem de ser restrito às baixas vazões devido às altas perdas de carga impostas 
pelo meio poroso (TRAINHAM & NEWMAN, 1981; KUMAR & JAYANTI, 2016; 
HOUSER et al., 2017). 
O outro extremo no balanço entre transporte de massa e perda de carga é o 
conceito flow-by, cujas duas configurações de canais mais utilizadas são mostradas na 
Figura 2-1. Normalmente aplicado com canais paralelos ou em serpentina, este tipo de 
configuração oferece, no caso com canais paralelos, o pior desempenho do ponto de 
vista do transporte de massa, graças a um mecanismo fortemente dependente da difusão. 
A principal vantagem da configuração flow-by é apresentar perdas de carga 
significativamente mais baixas do que a configuração flow-through (AARON et al., 
2012; JYOTHI-LATHA & JAYANTI, 2014; DENNISON et al., 2015; KUMAR & 
JAYANTI, 2016; HOUSER et al., 2017). 
Uma abordagem intermediária entre as duas mencionadas anteriormente é aquela 
conhecida como rede de canais interdigitados (DARLING & PERRY, 2014; 
DENNISON et al., 2015; KUMAR & JAYANTI, 2016; HOUSER et al., 2017; 
GERHARDT et al., 2018), ilustrada em detalhes pela imagem mais à direita da Figura 
2-1. Esta proposta visa um melhor equilíbrio entre as vantagens e desvantagens das 
configurações flow-through e flow-by através do posicionamento de canais paralelos 
alternativamente com uma de suas extremidades fechada. Desta maneira, o fluido 
continua a escoar majoritariamente dentro de canais livres, enquanto é forçado, 
eventualmente, a cruzar para um canal adjacente através do eletrodo poroso posicionado 




de potência de 1,3 W/cm² sendo reportada para uma bateria de fluxo de vanádio 
(PERRY et al., 2013). Uma variante das redes fluídicas interdigitadas foi reportada na 
literatura, na qual os canais são abertos no próprio eletrodo de feltro de carbono, em vez 
de usinados em uma peça adjacente (BHATTARAI et al., 2017). Esta modificação 
permite uma diminuição das perdas com bombeamento em relação aos canais 




Figura 2-1. Ilustração das redes fluídicas reportadas mais utilizadas (adaptada de 
DENNISON et al., 2015) 
 
Mais recentemente, uma melhoria do conceito de canais interdigitados foi 
proposta, com a adição de afunilamento dos canais e múltiplos passes 
(MARSCHEWSKI et al., 2017a), conforme ilustrado na Figura 2-2. O afunilamento foi 
introduzido para homogeneizar o escoamento no interior do eletrodo poroso e, portanto, 
para reduzir a resistência ao transporte de massa para as superfícies reativas ocasionada 
pelo esgotamento de eletrólitos em certas partes do eletrodo. A estratégia de múltiplos 
passes é focada na melhoria da conversão de eletrólitos além do limite imposto por um 
único passe pelo eletrodo e no aumento da velocidade superficial no interior do meio 
poroso. Resultados promissores foram alcançados com uma densidade de potência 






Figura 2-2. Ilustração das redes fluídicas com canais intedigitados, afunilamento e 
múltiplos passes (adaptado de MARSCHEWSKI et al., 2017a). 
 
2.2. Baterias de Fluxo Redox sem Membrana 
 
Baterias de fluxo sem membrana se notabilizam pelo uso do escoamento laminar 
típico de dispositivos microfluídicos para limitar a mistura de dois fluidos contendo 
espécies eletroquímicas diferentes e, consequentemente, evitando o contato dos 
eletrólitos com os eletrodos para os quais não foram designados (fenômeno conhecido 
como mistura de potenciais) e a queda de desempenho sem a necessidade do uso de um 
separador físico. Uma construção simples deste tipo de bateria é como a mostrada na 
Figura 2-3. Nela, dois eletrodos planos sólidos são opostos com o escoamento 
estratificado de dois fluidos entre eles (GOULET & KJEANG, 2014). 
 
 
Figura 2-3. Ilustração de uma bateria de fluxo sem membrana com eletrodos sólidos e 




O mecanismo de transporte de massa fortemente baseado na difusão em 
escoamentos laminares típicos de RFBs microfluídicas sem membrana também se 
manifesta no fornecimento de reagentes aos locais de reação. Maneiras de superar esta 
dificuldade vêm sendo desenvolvidas ao longo dos anos. 
A diminuição da distância entre os eletrodos foi uma das primeiras estratégias 
empregadas com o intuito de diminuir a espessura da camada limite de esgotamento de 
reagentes, diminuindo, assim, a resistência ao transporte de massa para as superfícies 
reativas (BAZYLAK et al., 2005). No mesmo trabalho, o afunilamento de eletrodos 
posicionados perpendicularmente à interface entre os eletrólitos de potenciais diferentes 
também foi sugerido como uma estratégia para aumentar a densidade de corrente 
elétrica produzida. À medida que a camada limite de esgotamento cresce à jusante, o 
eletrodo diminui sua largura, evitando regiões com esgotamento severo de reagentes.  
O conceito de célula planar, o qual maximiza a área de contato entre os 
eletrólitos e os eletrodos, mesmo com a distância entre os últimos sendo diminuída 
(COHEN et al., 2005a; COHEN et al., 2005b), contribuiu ainda mais para o projeto 
racional tanto de células combustíveis quanto de RFBs. 
Estratégias ativas de fornecimento de reagentes e de retirada de produtos das 
reações oxidação e redução ao longo do canal que transporta as soluções de eletrólitos 
também foram reportadas na literatura (YOON et al., 2006). No entanto, pecam por 
excesso de complexidade e de custos para fabricação e operação. 
Misturadores passivos desenvolvidos previamente para dispositivos 
microfluídicos (STROOCK et al., 2002) foram utilizados no contexto de RFBs com o 
intuito de intensificar o transporte de massa para as superfícies reativas, mas sem 
prejudicar a integridade da interface entre as duas soluções de eletrólitos. A Figura 2-4 
mostra as estruturas do misturador passivo mais empregado para este propósito, o qual 
imita uma espinha de peixe (DA MOTA et al., 2012; MARSCHEWSKI et al., 2015; 
MARSCHEWSKI et al., 2017b). Os vórtices contrarrotativos gerados por este tipo de 
estrutura aumentam o fluxo convectivo em direção aos eletrodos, com o efeito colateral 
de intensificar a mistura entre os dois fluidos e, consequentemente, aumentar a 






Figura 2-4. Bateria de fluxo redox sem membrana usando micromisturadores passivos do 
tipo “espinha de peixe” para promover o transporte de massa para os eletrodos (adaptado 
de MARSCHEWSKI et al., 2015). 
 
O uso de eletrodos porosos de carbono foi explorado como uma forma de 
aumentar significativamente a área para a reação por unidade de volume, com 
resultados satisfatórios para células como a mostrada na Figura 2-5 (KJEANG et al., 
2008; LEE & KJEANG, 2013; LEE et al., 2013; IBRAHIM et al., 2016). Desempenho 
comparável ao das baterias de fluxo redox com membrana foi obtido recentemente para 
uma bateria de hidrogênio-bromo com eletrodos porosos de carbono, atingindo uma 
densidade de potência de 0,925 W/cm² (SUSS et al., 2016). Ademais, estratégias foram 
desenvolvidas para aumentar ainda mais a área de superfície dos eletrodos porosos com 
o uso de nanotubos de carbono, sendo eles depositados a priori (GOULET et al., 2016) 
ou diluídos nas próprias soluções de espécies eletroquímicas e depositados durante a 
operação (GOULET et al., 2017). Este tipo de operação permite maximizar os depósitos 
de nanotubos de carbono nas regiões por onde passa a maior quantidade de espécies 
reativas, otimizando seu uso. Densidades de potência de até 2,0 W/cm² foram obtidas 






Figura 2-5. Bateria de fluxo redox sem membrana com eletrodos porosos de carbono em 
configuração flow-through (adaptado de LEE et al., 2013). 
 
2.3. Modelagem e Análise Teórica de Baterias de Fluxo Redox 
 
Extensas campanhas experimentais para o teste de baterias de fluxo redox em 
diferentes configurações e projetos podem ser consideravelmente custosas. Por isso, 
com o avanço das técnicas de solução numérica de equações diferenciais parciais das 
últimas décadas, simulações para a aferição e previsão do desempenho dos dispositivos 
se tornaram cada vez mais comuns (WEBER et al., 2011). Este tipo de problema 
envolve múltiplas físicas e um alto grau de complexidade. Para a completa avaliação de 
uma bateria de fluxo redox, é comum ser necessária a solução do escoamento, do 
transporte de massa de cada uma das espécies, da conservação de cargas e da cinética 
das reações envolvidas. Sobretudo a modelagem da cinética das reações pode ser 
complexa, com o mecanismo exato da reação podendo ser até mesmo desconhecido. 
Porém, usando modificações específicas da clássica equação de Butler-Volmer (BARD 
& FAULKNER, 2001), vários modelos com precisão suficiente para os propósitos da 
engenharia foram desenvolvidos ao longo dos anos. 
Para as baterias de fluxo de vanádio, a modelagem da cinética das reações com a 
equação de Butler-Volmer permitiu a avalição de dispositivos tanto em regime 
permanente quanto em transiente (SHAH et al., 2008; AL-FETLAWI et al., 2009; 
WON et al., 2016). Diferentes geometrias de célula e seus efeitos nas variáveis de 




baterias de Fe/Cr (FEDKIW & WATTS, 1984), de Bromo/Polissulfeto (SCAMMAN et 
al., 2009a; SCAMMAN et al., 2009b) e Hidrogênio/Bromo (BRAFF et al., 2013a; 
BRAFF et al., 2013b) também foram desenvolvidos com modificações da equação de 
Butler-Volmer. No âmbito de baterias de fluxo sem membrana, o modelo desenvolvido 
anteriormente para baterias de fluxo de vanádio com membrana foi simplificado e 
resultados satisfatórios foram obtidos na comparação com resultados experimentais 
(KRISHNAMURTHY et al., 2011). 
Uma modelagem simples, focada no transporte de massa, é possível ao 
considerar a densidade de corrente limite. Esta condição se manifesta quando a escala 
de tempo de consumo dos reagentes pelas reações de oxidação e redução é muito menor 
do que a escala de tempo de transporte de espécies para as superfícies reativas. 
Modelando as reações como instantâneas e impondo uma concentração de reagentes 
nula na superfície reativa, uma análise com influência única do transporte de massa 
pode ser conduzida (BRAFF et al., 2013a; BRAFF et al., 2013b). Sem as complicações 
tanto de modelagem quanto de solução dos modelos completos envolvendo a cinética 
das reações, tal abordagem pode até mesmo gerar relações analíticas para casos mais 
simples. 
 
2.4. Modelagem de Meios Porosos 
 
No projeto de baterias de fluxo é bastante comum o uso de eletrodos porosos de 
carbono. Este tipo de eletrodo oferece grande área de superfície reativa por unidade de 
volume, permitindo melhorias significativas no transporte de massa e na cinética das 
reações de oxidação e redução. Portanto, meios de modelagem e solução numérica de 
problemas envolvendo canais parcialmente ocupados por meios porosos são cruciais 
para uma análise detalhada do transporte de massa das espécies em baterias de fluxo. 
Ao longo dos anos, vários esforços foram despendidos no desenvolvimento de 
melhores estratégias de modelagem para escoamentos em regiões adjacentes de fluidos 
e sólidos porosos. Estes trabalhos têm como foco principal a não-trivial modelagem da 
interface entre o escoamento do fluido livre e aquele no interior do meio poroso. Alguns 
dos primeiros trabalhos nessa área abordaram esta situação física com um modelo em 
dois domínios com a equação de Darcy na região porosa e as equações de Navier-Stokes 
para o escoamento livre (BEAVERS & JOSEPH, 1967; NIELD, 1977; POULIKAKOS 




uma condição de contorno semi-empírica de deslizamento na interface entre a camada 
de fluido livre e o meio poroso. 
A adoção da correção viscosa de Brinkman para a lei de Darcy (BRINKMAN, 
1949), derivada rigorosamente em um momento posterior em conjunto com a 
introdução do conceito de viscosidade efetiva (WHITAKER, 1986), permite o emprego 
de condições de contorno de continuidade na interface entre o fluido e o meio poroso. 
Uma demonstração da equivalência entre o modelo de dois domínios com a equação de 
Darcy para o meio poroso e um modelo de dois domínios com a correção de Brinkman 
aplicada em conjunto com condições de contorno de continuidade foi reportada na 
literatura (NEALE & NADER, 1974). Esta paridade entre os dois modelos só é 
assegurada quando um coeficiente de deslizamento proporcional à raiz quadrada da 
viscosidade efetiva do meio poroso é adotado. 
A modelagem das condições de contorno entre uma camada de fluido e uma 
camada de meio poroso saturado com este mesmo fluido foi reportada na literatura 
(OCHOA-TAPIA & WHITAKER, 1995a; OCHOA-TAPIA & WHITAKER, 1995b). 
Contrastando com a condição de salto no vetor velocidade utilizada em alguns dos 
trabalhos anteriores para compatibilizar as equações de Darcy com as de Navier-Stokes 
na interface, estes trabalhos propuseram o uso da continuidade do vetor velocidade e 
uma condição semi-empírica de salto da tensão como condições de contorno quando a 
correção de Brinkman é empregada. 
No contexto de estabilidade linear da convecção natural em camadas de fluido e 
porosa superpostas, o emprego de uma condição de salto para o vetor velocidade em 
conjunto com a equação de Darcy para o meio poroso foi comparada na literatura com o 
uso da correção de Brinkman com continuidade da velocidade e da tensão na interface 
entre a camada fluida e a porosa. Ademais, uma alternativa interessante propondo uma 
formulação em domínio único do problema físico foi incluída (HIRATA et al., 2006; 
2007). Em vez de modelar as duas regiões individualmente, um único conjunto de 
equações com diferentes propriedades definidas sob contornos apropriados do fluido e 
do meio poroso foi utilizado. A formulação em domínio único mostrou um desvio 
considerável das curvas de estabilidade daquelas obtidas com os tradicionais modelos 
com duas equações. Contudo, um trabalho posterior mostrou que tal desvio se devia a 
efeitos localizados da variação abrupta das propriedades físicas na interface entre o 





2.5. Transformada Integral Generalizada (GITT) 
 
A capacidade de métodos numéricos baseados na discretização do domínio, tais 
como os métodos de diferenças finitas, volumes finitos e elementos finitos, para 
solucionar uma ampla gama de problemas físicos de alta complexidade, fez com que 
estas técnicas se tornassem onipresentes em cálculos científicos e de engenharia. No 
entanto, resultados de referência ainda são necessários para a verificação dos códigos 
computacionais desenvolvidos, em face dos inerentes erros numéricos associados com 
as metodologias com discretização do domínio. Métodos puramente analíticos são 
capazes de fornecer resultados de referência com qualquer precisão requerida, mas são 
normalmente restritos a problemas lineares simples em geometrias regulares. Ainda 
assim, sua importância foi reconhecida no campo das baterias de fluxo, e trabalhos com 
o intuito de desenvolver relações analíticas para a fácil avaliação do desempenho deste 
tipo de dispositivo já foram realizados (BRAFF et al., 2013a; BRAFF et al., 2013b). 
Com o objetivo de estender a aplicabilidade de metodologias analíticas, métodos 
conhecidos como híbridos numérico-analíticos foram propostos para a solução de 
problemas de maior complexidade ao longo das últimas décadas. Entre estes métodos, a 
Técnica da Transformada Integral Generalizada (Generalized Integral Transform 
Technique, GITT na sigla em inglês) provou ser uma metodologia bastante geral, capaz 
de resolver problemas de difusão e convecção-difusão com propriedades variáveis, 
fronteiras móveis, termos fontes não-lineares, domínios irregulares e etc. As principais 
vantagens desta metodologia são o controle automático de erro e o moderado aumento 
do custo computacional com a adição de variáveis independentes. Uma descrição 
completa do método e uma revisão minuciosa das aplicações da GITT podem ser 
encontradas em alguns trabalhos de referência (COTTA, 1993; COTTA & 
MIKHAILOV, 1997; COTTA, 1998; COTTA et al., 2016). Em relação à solução de 
escoamentos, a GITT foi aplicada às formulações tanto em termos de variáveis 
primitivas (CARVALHO et al., 1993; MACHADO & COTTA, 1995; BOLIVAR et al., 
1998; LIMA et al., 2007) quanto em função corrente (PEREZ-GUERRERO & COTTA, 
1992; 1995; LIMA et al., 1997; PEREIRA et al., 1998; LEAL et al., 2000; PEREZ-
GUERRERO et al., 2000; SILVA et al., 2011; MATT et al., 2017). A última foi, em 
geral, a favorita ao satisfazer a equação de continuidade automaticamente e ao oferecer 
melhores características de convergência, apesar de ser restrita a escoamentos 




potenciais escalar e vetorial foi também considerada (QUARESMA & COTTA, 1997). 
Porém, esta proposta não conta com a vantagem de colapsar as equações de conservação 
de momento linear em um único sistema de equações diferenciais ordinárias (EDOs), 
como é possível com o uso da função corrente para casos bidimensionais. Uma 
alternativa de solução de escoamentos incompressíveis através da transformada integral 
usando autofunções vetoriais foi recentemente reportada na literatura (LISBOA et al., 
2019). O procedimento proposto não está limitado a geometrias bidimensionais e 
geometrias regulares, ampliando a aplicabilidade de metodologias de transformada 
integral na solução de escoamentos mais complexos. 
Em anos recentes, uma nova estratégia de solução usando o ferramental da 
GITT, conhecida como formulação em domínio único, tem sido desenvolvida para 
permitir um tratamento mais direto de problemas de convecção-difusão em meios 
heterogêneos e com geometrias complexas (KNUPP et al., 2012; 2013a; 2013b; 2014; 
2015a; 2015b; SOUZA et al., 2016). As equações de Navier-Stokes em meios 
heterogêneos também foram resolvidas usando esta estratégia (LISBOA et al., 2018). A 
formulação em domínio único propõe o tratamento dos diferentes meios e das 
irregularidades do domínio através de propriedades físicas e termos fonte com variações 
espaciais abruptas. Conforme mencionado, em certo sentido, esta ideia já foi aplicada 
para a solução do problema de estabilidade linear da convecção natural em cavidades 
parcialmente ocupadas por um meio poroso (HIRATA et al., 2006; 2007; 2009). No 
entanto, naquela oportunidade não se vislumbrou a generalidade dessa estratégia, e a 
formulação em domínio único tem evoluído em uma metodologia mais sistemática, 
permitindo soluções analíticas em vários casos e aumentando a robustez da abordagem 





Capítulo 3 - Bateria de Fluxo com Membrana 
 
Neste Capítulo, a alternativa de miniaturização da construção típica de baterias 
de fluxo redox usando membranas seletivas de íons é analisada sob a ótica da aplicação 
em componentes eletrônicos. Tanto análises experimentais com soluções diluídas e com 
alta concentração de eletrólitos, quanto uma análise numérica dos fenômenos 




3.1.1. Bateria de Fluxo 
 
Seguindo o desenho indicado na Figura 3-1b, redes fluídicas foram fabricadas 
por 3D LABS GmbH (St. Georgen, Alemanha) usando uma máquina de impressão 3D 
(ProJet HD 3000Plus) e empregando o fotopolímero VisiJet EX200. Os canais de 
paredes corrugadas foram arranjados de maneira interligada para uma maior eficiência 
espacial. Os diferentes desenhos foram rotulados de acordo com as dimensões 
mostradas na Figura 3-1b, e estão resumidos na Tabela 3-1. Daqui em diante, estes 
rótulos serão usados para se referir aos diferentes casos propostos. O segmento 
horizontal do trapezoide, indicado como L na Figura 3-1b, tem um comprimento de 500 
µm para todos os casos estudados. Para evitar qualquer caminho preferencial para o 
fluido, o que poderia ocasionar baixas vazões em alguns canais, o desenho foi feito com 
5½ períodos do padrão básico de onda trapezoidal. Esta decisão de projeto tem por 
objetivo colocar o mesmo número de bocais e expansões no caminho do escoamento 
dentro de cada canal, assegurando que todos os canais paralelos apresentem a mesma 
perda de carga e permitindo uma distribuição mais equitativa do escoamento. As 
dimensões da área ocupada pelos canais de paredes corrugadas foram 1 cm x 1 cm e as 
paredes dos canais tinham uma espessura de 250 µm. A área ocupada pelos canais de 1 
cm² será usada como referência para reportar os dados das medidas eletroquímicas.  
A membrana disponível comercialmente DuPont Nafion 115, pré-tratada com o 
procedimento descrito por LIN et al. (2015), foi utilizada para os experimentos com 
baixas concentrações, enquanto a DuPont Nafion 211, também tratada e armazenada da 




concentrações. Dois eletrodos porosos (Spectracarb 2050A-1050 por Engineered Fibers 
Technology, LLC, EUA, pré-tratados com cozimento a 400 ºC em ar por 30 horas) 
foram manualmente cortados com as dimensões de 1,8 cm x 1 cm e posicionados um 
em cada lado da membrana. Figura 3-1a ilustra a seção da montagem das mais 
importantes partes funcionais da célula, além de uma indicação da direção do 
escoamento principal do católito e do anólito. 
 
 
Figura 3-1. Conceito de redes fluídicas com canais de paredes corrugadas (LISBOA et al., 
2017). (a) Ilustração de uma seção das partes funcionais mais importantes da célula. A direção 
do escoamento e o caminho do fluxo de eletrólitos no interior do eletrodo poroso também são 
indicados (fora de escala). (b) Vistas isométrica e detalhada do desenho das redes fluídicas 
fabricadas por impressão 3D. O padrão de cada parede dos canais é o de uma onda trapezoidal. 
Dimensões são indicadas na vista detalhada, d é a largura do canal na seção mais larga, w é a 
largura do canal na seção mais estreita e L é o comprimento do segmento horizontal do 
trapezoide. 
 
Nos experimentos com concentrações diluídas, duas placas de grafite 
preenchidas com resina (FC-GR347B por Graphtek, LLC, EUA), que foram usinadas 
para receber as peças impressas em 3D, foram responsáveis pela selagem e agiram 
como coletores de corrente elétrica. Para os experimentos com altas concentrações, os 
coletores de corrente, consistindo de placas de grafite expandido com 600 µm de 
espessura (Sigracell TF6, gentilmente cedidos por SGL CARBON GmbH, Alemanha), 
foram posicionados aos pares em cada lado da membrana após serem cortados para 
permitir a montagem com as peças impressas em 3D. Espaçadores feitos de PTFE 




eletrodos de maneira a atingir uma compressão consistente de cerca de 25%, além de 
garantir uma selagem adequada. Coletores de PVC especialmente projetados foram 
posicionados em cada um dos lados e o sistema inteiro foi comprimido com o uso de 
placas de alumínio aparafusadas entre si. Para assegurar a reprodutibilidade da 
resistência de contato e do selamento, 4 parafusos M8 posicionados próximos a cada um 
dos 4 vértices das placas de alumínio foram apertados até que um torque de 5 Nm fosse 
atingido. 
 
Tabela 3-1. Definição dos rótulos para os diferentes desenhos testados. 
Rótulo d (µm) w (µm) 
500-500 (flow-by) 500 500 
600-400 600 400 
700-300 700 300 
800-200 800 200 
 
3.1.2. Circuito Hidráulico e Medidores de Pressão 
 
Um desenho esquemático do circuito hidráulico é fornecido na Figura 3-2. 
Tubos de PFA (politetrafluoroetileno-co-perfluoropropil vinil éter) em combinação com 
acessórios de aço inoxidável (Swagelok, EUA e Serto AG, Suíça) foram usados na 
montagem do circuito hidráulico. O escoamento tanto dos eletrólitos positivos quanto 
dos negativos foi conseguido com o uso de bombas de engrenagens (Fluid-o-Tech s.r.I., 
Itália) e as vazões volumétricas foram medidas com dois medidores de vazão do tipo 
Coriolis (Cubemass DCI por Endress+Hauser AG, Suíça e Optimass 3000 por Krohne 
GmbH, Alemanha). Para medir a perda de carga, um transdutor de diferença de pressão 
(PD23 por Omega Engineering Inc., EUA) foi posicionado em dois “T’s” tanto na 
entrada quanto na saída de uma meia-célula do sistema eletroquímico, conforme ilustra 
a Figura 3-2. O uso do sensor de pressão se limitou a testes com água como fluido de 
trabalho, para evitar danos químicos ao instrumento. Blocos terminais eletrônicos 
(Beckhoff Automation, Alemanha) em combinação com uma interface LabVIEW foram 






Figura 3-2. Esquemático da célula e do circuito hidráulico (fora de escala) (LISBOA et al., 
2017). Sensor de pressão foi conectado somente durante testes com água para evitar danos por 
ataque químico. 
 
3.1.3. Medidas Eletroquímicas 
 
Componentes químicos para baterias recentemente reportados (LIN et al., 2015) 
foram escolhidos para a realização dos experimentos por sua não-toxicidade, baixo 
custo e boas características cinéticas das reações em comparação com a maioria das 
substâncias químicas propostas anteriormente (NOACK et al., 2015; PAN & WANG, 
2015). As equações estequiométricas das reações de oxidação e redução em meio 
alcalino para a bateria de quinona/ferrocianeto são apresentadas abaixo: 
 
    
2 4
02,6-reDHAQ 2 2,6-DHAQ , 0,684 V vs. SHEe E
      (3.1.a) 
    
3 4
06 6
Fe CN Fe CN , 0,52 V vs. SHEe E
     (3.1.b) 
 
Para o preparo das soluções, 2,6-dihidroxiantraquinona (2,6-DHAQ) foi 
adquirida de AK Scientific Inc., EUA (95% de pureza) e hexacianoferrato(II) de potássio 
tri-hidratado (ferricianeto de potássio) foi comprado de Sigma-Aldrich (≥ 98.5% de 
pureza). Ambos foram diluídos como recebidos em soluções de hidróxido de potássio 




(Technic, França, grau VLSI). Para os experimentos com baixas concentrações, a 
solução de católito foi preparada com 5 mM de K4Fe(CN)6, enquanto a solução de 
anólito continha 2,5 mM de 2,6-DHAQ. A solução de eletrólito de suporte foi 1 M 
KOH. Com relação às soluções com altas concentrações de eletrólitos, elas consistiram 
de 0,4 M K4Fe(CN)6 preparada com uma solução de 1 M KOH para o católito e 0,2 M 
2,6-DHAQ preparada com uma solução de 2 M KOH para o anólito. A razão para a 
concentração de 2,6-DHAQ ser metade daquela para K4Fe(CN)6 nas duas campanhas 
experimentais foi para respeitar o equilíbrio estequiométrico das reações de oxidação e 
redução. O uso de um eletrólito de suporte com uma concentração maior na solução de 
2,6-DHAQ intencionou um melhor equilíbrio da concentração de íons de potássio nos 
dois lados da bateria de fluxo. A justificativa para esta decisão é a introdução de 4 M de 
íons de potássio para cada 1 M de K4Fe(CN)6 (LIN et al., 2015). 
Todas as curvas de polarização, espectroscopia de impedância eletroquímica 
(EIS na sigla em inglês) e, também, o carregamento da bateria foram realizados usando 
um potenciostato SP-300 (BioLogic, França) incluindo um kit booster para medidas de 
corrente acima de 500 mA e até 4 A. As curvas de polarização (tensão versus corrente 
produzida) foram obtidas com um escaneamento partido da tensão de circuito aberto 
(corrente nula) até 0,005 V com uma taxa de 50 mV/s. 
 
3.2. Modelagem do Transporte de Massa 
 
A geometria na Figura 3-3 foi proposta como base para os modelos do 
escoamento e do transporte de massa que são descritos nas próximas seções deste 
Capítulo. A geometria consiste em canais paralelos com paredes construídas com 5½ 
períodos de um padrão de onda trapezoidal. Somente meia-célula foi avaliada com 
propriedades equivalentes às da espécie com menor difusividade, i.e., o anólito, o que 
indica o lado mais limitado do ponto de vista do transporte de massa. O negativo das 
paredes dos canais, necessário com o propósito de utilização de CFD, é apresentado na 
Figura 3-3b. A vista isométrica da Figura 3-3a mostra o posicionamento do eletrodo no 
topo do padrão ondulatório em consonância com o que foi mostrado na Figura 3-1a. As 
dimensões assumidas no modelo foram as mesmas estabelecidas como valor nominal 






Figura 3-3. Geometria do modelo de CFD da geometria proposta (LISBOA et al., 2017). 
(a) vista isométrica com indicação do posicionamento do eletrodo poroso, das condições de 
contorno aplicadas e do plano médio no interior do eletrodo (em azul). (b) vista inferior 
detalhando a geometria proposta com canais de paredes corrugadas. 
 
3.2.1. Modelagem do Escoamento 
 
Para o escoamento livre entre os canais, as equações da continuidade e de 
Navier-Stokes tridimensionais, em regime permanente, incompressíveis e com forças de 
corpo desprezíveis foram utilizadas conforme detalhado a seguir: 
 
 * *   0u   (3.2.a) 
  * * * * * * * *2 *p     u u u   (3.2.b) 
em que *u  é o campo vetorial de velocidades para o escoamento de fluido no interior 
dos canais, *p  é o campo de pressão, *  é a massa específica da solução do eletrólito e 
*  é a viscosidade dinâmica do fluido. 
Já para o fluido no interior do eletrodo poroso, o modelo de Darcy-Brinkman foi 
considerado adequado em razão de sua aplicação bem-sucedida em problemas 
semelhantes (AL-FETLAWI et al., 2009), e pode ser escrito como (WHITAKER, 1986; 
OCHOA-TAPIA, 1995a; 1995b; GOYEAU et al., 2003; POULIKAKOS et al., 1987): 
 
 
* *   0
p















u  o vetor velocidade médio volumétrico para o escoamento de fluido no interior 
do eletrodo poroso, 
*
pp  a pressão média volumétrica no interior do eletrodo poroso,   a 
porosidade e K  uma matriz diagonal de permeabilidade que leva em consideração as 
diferenças entre as permeabilidades no plano e através do plano do eletrodo poroso. 
Com referência à Figura 3-3a, as condições de contorno para o escoamento 
foram de vazão mássica prescrita (consistente com 2/13 da vazão para uma célula 
completa como a investigada experimentalmente neste trabalho) nas entradas, pressão 
manométrica nula na saída do canal (aplicada nas faces opostas às indicadas como 
entrada na Figura 3-3a), condição de periodicidade nas duas faces laterais, continuidade 
do vetor velocidade e da tensão na interface entre o escoamento livre e o eletrodo com 
uma viscosidade efetiva para o lado poroso (
* *
eff   ) (WHITAKER, 1986; 
OCHOA-TAPIA & WHITAKER, 1995a), e condição de não-escorregamento e não-
penetrabilidade foi imposta ao restante das faces. 
 
3.2.2. Modelagem do Transporte das Espécies 
 
A equação governante para a conservação de uma espécie diluída para o 
escoamento no interior dos canais é dada por (KRISHNAMURTHY et al., 2011): 
 
 * * * * *2 *c D c  u   (3.4) 
em que *c  é a concentração molar local da espécie e *D  é a difusividade da espécie. 
No interior do meio poroso, o modelo é similar ao mostrado na Eq. (3.4), exceto 
pela introdução do conceito de difusividade efetiva e pela presença de um termo fonte, 
em conformidade com um modelo aplicado anteriormente para um problema 
semelhante (AL-FETLAWI et al. 2009). Tal modelo é apresentado abaixo: 
 
 
* * * * *2 *
p eff pc D c S   pu   (3.5) 
sendo 
*
pc  a média volumétrica da concentração molar da espécie, 
*
effD  a difusividade 









effD D   (3.6) 
 
sendo   a porosidade do eletrodo. 
O termo fonte é relacionado ao transporte de massa convectivo e ao consumo de 
reagente nas superfícies reativas durante a descarga da bateria. Este consiste em uma 
relação semi-empírica estabelecendo que a taxa de reação seja proporcional à diferença 
entre a concentração média da espécie e a concentração da espécie na superfície reativa. 
Para investigar o transporte de massa de maneira isolada, é proposto que as condições 
de densidade de corrente limite sejam aplicadas e a concentração da espécie na 
superfície reativa seja considerada nula. Em outras palavras, foi assumido que o 
eletrólito é instantaneamente consumido ao entrar em contato com a fibra do eletrodo de 
papel carbono. Esta consideração será apropriada dado que exista uma grande diferença 
de escala de tempo entre a chegada de eletrólitos à superfície reativa e o consumo de 
eletrólitos via reações eletroquímicas. A expressão final fica, então, como segue 




m pS ak c    (3.7) 
em que a  é a área de superfície específica do eletrodo poroso e *mk  é o coeficiente de 
transporte de massa por convecção. O último pode ser determinado com a ajuda da 






















  (3.8) 
sendo *
p
u  a magnitude do vetor velocidade no interior do eletrodo poroso e fd  o 
diâmetro da fibra do papel carbono. 
Novamente, refere-se à Figura 3-3a para estabelecer as condições de contorno 
apropriadas para as equações de conservação das espécies apresentadas até aqui. Na 
entrada, uma concentração uniforme de eletrólito, de valor atrelado ao nominal dos 




reação contendo 2,6-DHAQ), foi aplicada. Uma condição de fluxo difusivo nulo foi 
empregada na saída localizada nas faces opostas à entrada. Condições de contorno de 
periodicidade foram aplicadas nas duas faces laterais. Para todas as faces externas 
restantes, uma condição de parede impermeável foi utilizada. Na interface entre o meio 
poroso e o escoamento livre, ambas as continuidades de concentração e de fluxo de 
eletrólitos foram impostas. 
 
3.2.3. Parâmetros para Análise 
 
Para completar o processo de modelagem, o conjunto de propriedades resumido 
na Tabela 3-2 foi adotado para a solução de eletrólitos e o eletrodo poroso de papel 
carbono. 
 
Tabela 3-2. Propriedades do eletrólito e do eletrodo poroso. 
Propriedades do eletrólito 
Grandeza Símbolo Valor Unidade Fonte 
Massa 
específica 
*  1096,7 kg/m³ MARSCHEWSKI et al. (2017a) 
Difusividade *D  4,8e-10 m²/s LIN et al. (2015) 
Viscosidade 
dinâmica 
*  0,0015 Pa.s MARSCHEWSKI et al. (2017a) 
Propriedades do eletrodo 
Grandeza Símbolo Valor Unidade Fonte 
Porosidade   0,7 - Estimado (BECKER et al., 2009) 
Diâmetro 
da fibra 
fd  10 µm Assumido 
Área 
específica 
a  73308 m
-1
 Estimado (BECKER et al., 2009) 
Permeabilidade 
no plano 
ipK  2e-11 m² Estimado (BECKER et al., 2009) 
Permeabilidade  
através do plano 





3.2.4. Procedimento de Solução 
 
Uma análise de elementos finitos foi conduzida com o modelo descrito usando o 
software comercial COMSOL Multiphysics v. 5.2 (Burlington, MA, EUA). A malha foi 
baseada em elementos tetraédricos cujos tamanhos foram monotonicamente reduzidos 
para obter a convergência numérica da densidade de corrente limite (ver seção 3.2.5). 
Nas faces submetidas à condição de não-deslizamento, cinco camadas de elementos 
hexaédricos de elevada razão de aspecto foram empregadas para capturar os altos 
gradientes da camada limite. O procedimento de solução em si foi dividido em duas 
etapas. A primeira foi responsável pela solução do escoamento da solução de eletrólitos, 
enquanto a segunda se encarregou da solução do transporte da espécie analisada. Para 
ambos, um algoritmo de solução com o método do Mínimo Resíduo Generalizado 




Um parâmetro chamado densidade volumétrica de corrente é introduzido como 
uma medida local da disponibilidade de eletrólitos e capacidade de transporte de massa. 
A expressão para esta densidade de corrente, considerando a oxidação de 2,6-reDHAQ, 
é dada por: 
 
 
* * *2 m pi Fak c   (3.9) 
sendo *i  a densidade volumétrica de corrente e F  a constante de Faraday (96485 
C/mol). 
Para aferir a convergência com o refinamento da malha e, também, para 
comparar com os resultados experimentais, a integral da densidade de corrente 
volumétrica ao longo do volume do eletrodo poroso é normalizada pelo produto da 
largura pelo comprimento do mesmo. Dessa forma, a densidade de corrente média é 
obtida, sendo utilizada no procedimento descrito na seção 3.2.4 e na comparação 
realizada na Tabela 3-3. Sendo a densidade de corrente limite definida como aquela na 
qual todo eletrólito é imediatamente consumido ao entrar em contato com uma 
superfície reativa, a densidade de corrente obtida com o processo de integração e 




3.3. Resultados e Discussão 
 
3.3.1. Resultados das Simulações 
 
Na Figura 3-4a-d as redes fluídicas de canais de paredes corrugadas 600-400, 
700-300 e 800-200 (nomenclatura d-w definida na Tabela 3-1 e Figura 3-1) são 
comparadas com a configuração flow-by com canais retos e paralelos. As figuras 
mostram a distribuição da densidade volumétrica de corrente, mencionada 
anteriormente na seção 3.2.5, no plano médio do eletrodo poroso para uma concentração 
de eletrólitos na entrada de 0,2 M e para uma vazão volumétrica total de 100 ml/min, 
considerando uma célula de 13 canais. Fica evidente que a nova geometria proposta é 
superior em prover densidades volumétricas de corrente maiores. Além disso, a nova 
rede fluídica também mitiga a concentração de geração de corrente perto da entrada 
quando se compara a geometria com canais corrugados (Figura 3-4b-d) com o caso 
flow-by com canais retos (Figura 3-4a). A distribuição da densidade volumétrica de 
corrente nas redes fluídicas de canais corrugados aparenta concentrar-se sobre as 
paredes imediatamente anteriores ao início da zona com seção transversal mais estreita, 
isto é, antes dos bocais. 
Para melhor entender este fenômeno, a Figura 3-4e mostra os vetores velocidade 
para a rede fluídica 600-400 no mesmo plano no qual a densidade volumétrica de 
corrente foi plotada na Figura 3-4b. Foi observado que o fluido tende a cruzar o eletrodo 
poroso quando confrontado com uma constrição, sendo que este cruzamento se dá 
acima das paredes dos canais para um dos canais adjacentes ou sobre o bocal em 
direção à próxima expansão no mesmo canal de partida. O aparecimento do caminho do 
fluido sobre as paredes imediatamente anteriores ao bocal em direção a um dos canais 
adjacentes pode ser atribuído a uma menor perda de carga nos canais posicionados ao 
lado que passam por uma expansão nesta região. Por outro lado, o caminho do 
escoamento sobre o bocal em direção à expansão mais adiante no mesmo canal age 
como um atalho para a seção mais larga do mesmo canal e é preferido pelo fluido para 
minimizar perdas energéticas. 
Levando em consideração estes dois efeitos que a introdução de paredes 
corrugadas tem no escoamento, tanto a disponibilidade de eletrólitos quanto a 
velocidade superficial do fluido aumentam no interior do eletrodo poroso. Estas duas 




em comparação com o regime majoritariamente dominado pela difusão típico do caso 
flow-by com canais paralelos, o que se traduz em maiores densidades volumétricas de 
corrente. Resultados qualitativamente semelhantes podem ser observados para as outras 
duas redes fluídicas analisadas (700-300 e 800-200), o que constata-se pela comparação 
da Figura 3-5a,b com a Figura 3-4e. Tal constatação permite dizer que o mecanismo de 
transporte de massa para os eletrodos é persistente dentro do conceito de canais 
corrugados e que conclusões semelhantes podem ser tiradas sobre o caminho do fluido 
para os casos 700-300 e 800-200. 
 
 
Figura 3-4. Comparação do escoamento e do transporte de massa entre a nova geometria 
de canais corrugados e a configuração flow-by para uma vazão volumétrica total de 100 
ml/min em uma célula com 13 canais (LISBOA et al., 2017). (a) Distribuição de densidade 
volumétrica de corrente no plano médio do eletrodo para o caso flow-by com canais retos e 
paralelos. (b) Distribuição de densidade volumétrica de corrente no plano médio do eletrodo 
para a rede fluídica de canais de paredes corrugadas 600-400. (c) Distribuição de densidade 
volumétrica de corrente no plano médio do eletrodo para a rede fluídica de canais de paredes 
corrugadas 700-300. (d) Distribuição de densidade volumétrica de corrente no plano médio do 
eletrodo para a rede fluídica de canais de paredes corrugadas 800-200. (e) Vetores velocidade 




Uma simples integração da densidade volumétrica de corrente ao longo de todo 
o volume do eletrodo poroso sugere uma melhora de ~220% na densidade de corrente 
limite quando a rede fluídica 600-400 é empregada, em comparação com a configuração 
flow-by com canais retos. Este aumento de densidade de corrente limite chega até a 6x 
na comparação entre o caso 800-200 e o flow-by. O aprimoramento com bocais mais 
estreitos é atribuído ao maior fluxo de eletrólitos que cruzam o interior do eletrodo 
poroso pelas paredes ou pelos bocais, e demonstra o mecanismo de melhoria do 
transporte de massa. 
 
 
Figura 3-5. Vetores velocidade para as redes fluídicas de canais de paredes corrugadas 
700-300 e 800-200 (LISBOA et al., 2017). (a) Vetores velocidade para a rede fluídica 700-300 
no plano médio do eletrodo poroso. (b) Vetores velocidade para a rede fluídica 800-200 no 
plano médio do eletrodo poroso. 
 
Um efeito de esgotamento dos eletrólitos se faz presente à medida que fluido 
escoa a jusante da entrada. Este fenômeno é atribuído à região de entrada hidrodinâmica 
e de transporte de massa, que se estende até que a condição de escoamento 
desenvolvido seja atingida, na qual o mesmo padrão de escoamento se repete 
periodicamente à medida que se caminha na direção horizontal da Figura 3-4. No 
entanto, esta observação se refere unicamente a um esgotamento localizado de 
eletrólitos, uma vez que as densidades de corrente preditas foram ainda muito menores 
(3,6 A/cm² para o caso 800-200) do que o total de carga fornecida assumindo conversão 




uma porção maior de fluido fica entre as paredes dos canais por todo o percurso sem 
sofrer reações eletroquímicas. 
 
3.3.2. Caracterização Eletroquímica com Baixas Concentrações 
 
Na Figura 3-6a as curvas de polarização obtidas experimentalmente com baixas 
concentrações (5 mM K4Fe(CN)6 e 2,5 mM 2,6-DHAQ) e uma vazão volumétrica de 
200 ml/min são apresentadas. Das curvas de polarização, pode-se concluir que a 
introdução da geometria corrugada proposta aumenta significativamente o desempenho 
em comparação com o caso flow-by com canais paralelos usado como referência. De 
fato, a densidade de corrente limite, aquela na qual há uma queda brusca da tensão ao 
ser atingida, experimenta um aumento de aproximadamente cinco vezes o seu valor com 
a mudança relativamente pequena entre as configurações 500-500 (flow-by) e 600-400. 
Melhorias similares podem ser vistas na Figura 3-6a quando estas duas configurações 
são comparadas com as redes fluídicas 700-300 e 800-200, uma vez que causam 
aumentos de ~9x e ~12x na densidade de corrente limite em comparação com a 
configuração 500-500, respectivamente. 
 
 
Figura 3-6. Curvas de polarização e de potência experimentais e escala da densidade de 
corrente limite empregando soluções de baixa concentração (5 mM K4Fe(CN)6 e 2,5 mM 
2,6-DHAQ) (LISBOA et al., 2017). (a) Curvas de polarização e de potência para todos os casos 
testados com uma vazão volumétrica de 200 ml/min. As curvas de polarização e de potência são 
mostradas em linhas sólidas e pontilhadas, respectivamente. (b) Escala da densidade de corrente 
limite com o número de Reynolds. O número de Reynolds Rew é baseado no diâmetro 
hidráulico da seção mais estreita do canal. A linha pontilhada representa uma escala de Rew
0,33
, 
enquanto a linha sólida preta representa uma escala de Rew
0,74
. Símbolos são incluídos nas 




A Tabela 3-3 resume as densidades de corrente limite obtidas teoricamente 
(usando a concentração de 2.5 mM 2,6-DHAQ) e experimentalmente para uma vazão 
volumétrica de 200 ml/min para todos os casos estudados. Os resultados da simulação 
se mostraram significativamente imprecisos, especialmente para as redes fluídicas com 
canais corrugados, com erros relativos de até 40%. Dentre os possíveis problemas com a 
modelagem pode-se citar a não inclusão de efeitos de borda (foram empregadas 
condições de contorno de periodicidade), incertezas com relação às propriedades físicas 
do eletrodo de papel carbono, não-uniformidade das vazões para diferentes canais e 
desvios das dimensões nominais devido a imprecisões na fabricação. Entretanto, 
assume-se que o modelo é qualitativamente próximo da realidade em razão do uso de 
equacionamento bem estabelecido para situações semelhantes (SHAH et al., 2008; AL-
FETLAWI et al., 2009; KRISHNAMURTHY et al., 2011). 
 
Tabela 3-3. Comparação entre as densidades de corrente limite para concentrações 







500-500 11,4 10,2 12% 
600-400 36,9 55,3 33% 
700-300 55,1 91,6 40% 
800-200 83,1 122,4 32% 
 
Em adição às melhorias na densidade de corrente limite, a Figura 3-6a mostra 
um notável aprimoramento da densidade de potência com o uso da arquitetura de canais 
corrugados. O ganho em termos de máxima densidade de potência produzida vai de ~4x 
quando comparados os casos 600-400 e 500-500, para até ~6x para o caso 800-200 
contra a configuração de referência flow-by. 
A Figura 3-6b mostra o comportamento da corrente limite em relação ao número 
de Reynolds baseado na menor seção transversal dos canais em um gráfico logarítmico 
duplo. Tal gráfico da corrente limite fornece melhor entendimento dos benefícios da 
geometria de canal proposta em comparação com a configuração flow-by com canais 
retos e paralelos. A escolha pela definição do número de Reynolds a partir da seção 
transversal mais estreita é substanciada pela indicação da Figura 3-4b,e, isto é, o 




das porções mais estreitas dos canais. A velocidade utilizada na definição do número de 
Reynolds é determinada assumindo que a vazão volumétrica total é distribuída 
equitativamente entre os canais e que somente uma pequena parte de fluido é capaz de 
penetrar o eletrodo. Mais uma vez, uma melhoria abrupta pode ser observada com uma 
pequena mudança da rede de canais 500-500 para o caso 600-400, como já fora 
destacado anteriormente. Um aprimoramento geral consistente se faz presente na 
corrente limite com bocais mais estreitos. Este aumento na densidade de corrente limite 
indica que o estreitamento, de fato, encoraja os eletrólitos a penetrar no eletrodo poroso, 
o que leva a um maior volume de fluido entrando em contato com as superfícies reativas 
do papel carbono. Uma observação importante é que a melhoria do transporte de massa 
diminui a cada passo que se dá a partir da rede de canais 500-500 em direção à 800-200, 
especialmente ao se comparar as configurações 700-300 e 800-200. 
A rede fluídica 500-500 exibe uma escala próxima de Rew
0,33
 a baixos números 
de Reynolds, como esperado para eletrodos sólidos e planos sob escoamento laminar 
(BRAFF et al., 2013b). Contudo, à medida que o número de Reynolds aumenta, a escala 
começa a divergir daquela esperada em um regime laminar limitado pela difusão. Este 
comportamento pode ser atribuído à maior pressão necessária para manter o escoamento 
de eletrólitos com maiores vazões volumétricas, permitindo uma porção maior de fluido 
a adentrar o eletrodo poroso (KE et al., 2014). As outras três redes fluídicas testadas 
mostram uma escala bem mais íngreme de aproximadamente Rew
0,74
 ao longo de toda a 
faixa de números de Reynolds testados. Esta diferença nas escalas é um importante 
indicador de uma mudança significativa do mecanismo de transporte de massa no 
interior do eletrodo poroso. Pode-se atribuir a melhoria na escala a uma migração de um 
regime majoritariamente dominado pela difusão para um dominado pela advecção 
(observada nas simulações) quando se compara a nova geometria corrugada com a 
configuração de referência a baixos números de Reynolds. 
 
3.3.3. Caracterização Eletroquímica com Altas Concentrações 
 
A eficácia da nova proposta para a geometria das redes fluídicas em baterias de 
fluxo foi mais uma vez colocada em teste, desta vez com soluções com alta 
concentração de eletrólitos (0,4 M K4Fe(CN)6 e 0,2 M 2,6-DHAQ). As curvas de 
polarização correspondentes são apresentadas para as vazões volumétricas de 100 




valores de resistência ôhmica entre diferentes montagens e para comparar diretamente 
as características de transporte de massa através das curvas de polarização, estas são 
apresentadas com a correção IR. Em outras palavras, a cada tensão medida é adicionado 
o produto entre a resistência ôhmica (medida via espetroscopia de impedância 
eletroquímica a 200 kHz) e a densidade de corrente medida, da mesma forma como 
foram apresentadas anteriormente por AARON et al. (2012). Após esta correção, os 
dois últimos contribuidores para o desvio de uma curva de polarização constante e ideal 
são a cinética das reações e o transporte de massa. Uma vez que os componentes 
químicos e os eletrodos utilizados não mudam entre diferentes experimentos, o único 




Figura 3-7. Curvas de polarização experimentais corrigidas por IR e curvas de potência 
para os quatro diferentes desenhos empregando soluções com alta concentração (0,4 M 
K4Fe(CN)6 e 0,2 M 2,6-DHAQ) (LISBOA et al., 2017). (a) Vazão volumétrica de 100 ml/min. 
(b) Vazão volumétrica de 300 ml/min. 
 
Da Figura 3-7a,b fica clara a significativa melhoria nas características do 
transporte de massa para os eletrodos porosos ao se utilizar redes fluídicas com canais 
de paredes corrugadas com as seções transversais mais estreitas cada vez menores. A 
mudança entre as curvas de polarização da rede fluídica 500-500 e a da 600-400 é 
abrupta para a diferença pequena entre as duas, como fora notado anteriormente durante 
a análise dos resultados com soluções de baixa concentração. Tal observação sugere, 
mais uma vez, uma mudança no mecanismo de transporte de massa de ser 
majoritariamente baseado na difusão dos eletrólitos para as superfícies reativas para 




menores seções transversais é significativamente diminuída para altas vazões 
volumétricas, com as curvas de polarização apresentando uma tendência de colapsar 
umas sobre as outras. Tal tendência à saturação indica o esgotamento do princípio de 
funcionamento e o começo de um regime dominado pela cinética das reações de 
oxidação e redução nas curvas de polarização corrigidas por IR. Ademais, a evolução do 
transporte de massa começa a diminuir quando se move em direção a bocais mais 
estreitos. O caso 500-500 nunca chega a atingir um bom desempenho mesmo a vazões 
volumétricas tão altas quanto 300 ml/min. Este fato foi atribuído à baixa utilização do 
volume do eletrodo poroso e à localização das reações principalmente nas imediações 
da interface entre o escoamento livre de eletrólitos e o eletrodo de papel carbono. 
A densidade de potência também cresce significativamente com o uso das redes 
de canais com paredes corrugadas. A comparação entre os casos 600-400 e flow-by 
mostra um aumento de 57% na máxima potência produzida. Esta melhoria pode ser 
elevada a até 96% quando a comparação é feita entre o 800-200 e o caso de referência. 
Os resultados qualificam a nova proposta de geometria para redes fluídicas de baterias 
de fluxo como uma alternativa viável para o aumento da densidade de potência nesse 
tipo de dispositivo. 
Comparando a potência máxima tirada da curva de polarização corrigida por IR 
e a curva de potência sem qualquer correção para o caso 800-200 a uma vazão 
volumétrica de 300 ml/min (Figura 3-7b), é possível notar a importância da redução da 
resistência ôhmica para a melhoria do desempenho geral de baterias de fluxo. Enquanto 
a curva de densidade de potência mostra um valor máximo de aproximadamente 1,2 
W/cm², uma célula ideal sem resistência ôhmica produziria uma densidade de potência 
máxima de 3,6 W/cm². Esta última densidade de potência é calculada como sendo o 
máximo produto entre o potencial e a densidade de corrente na curva de polarização 
com correção da Figura 3-7b. Entre as estratégias para atingir resistências ôhmicas 
menores, uma redução da resistência associada à membrana poderia ser considerada 
particularmente benéfica para o sistema eletroquímico estudado. A membrana é, 
provavelmente, a responsável pela maior parte da resistência ôhmica (MARSCHEWSKI 
et al., 2017a) devido ao fato de estes componentes não serem otimizados para sistemas 
alcalinos (YEO et al., 1980; SCIBONA et al., 1983). A membrana Nafion 211 é uma 
das mais finas disponíveis comercialmente (espessura nominal de 25 µm) e diminuir a 
espessura ainda mais poderia comprometer a separação dos eletrólitos, afetar a tensão 




diminuição da espessura da membrana, em relação àquela já utilizada, não é uma opção 
viável. Alternativamente, uma troca nos componenetes químicos para que se use ácido 
como eletrólito de suporte, como as baterias de fluxo de vanádio, poderia superar este 
problema. No entanto, uma comparação entre as duas baterias de fluxo redox, com 
tamanhos de célula comparáveis à daqui apresentada, ainda deve ser realizada. Outra 
opção será explorada mais à frente neste trabalho, com o advento de baterias de fluxo 
microfluidicas co-laminares, que dispensam o uso de uma membrana. 
 
3.3.4. Escala da Densidade de Corrente com Altas Concentrações 
 
Levando em consideração as curvas de polarização corrigidas com IR para todas 
as vazões volumétricas testadas, as densidades de corrente em um potencial de 1,2 V 
são ilustradas graficamente na Figura 3-8 em função do número de Reynolds, definido 
da mesma maneira que na Figura 3-6b. 
 
 
Figura 3-8. Dependência da densidade de corrente experimental com o número de 
Reynolds para soluções com altas concentrações (0.4 M K4Fe(CN)6 e 0.2 M 2,6-DHAQ) em 
uma tensão corrigida por IR de 1,2 V (LISBOA et al., 2017). A linha pontilhada representa a 
escala da densidade de corrente com Rew
0,33
, enquanto a linha sólida e preta representa a escala 
da densidade de corrente com Rew
0,87
. Símbolos são incluídos nas curvas para todos os pontos 
medidos. 
 
É esperado que a deficiência no transporte de massa desaparecesse à medida que 
o número de Reynolds tende ao infinito e a escala da densidade de corrente com o 
Reynolds se torne mais proximamente determinada pelo limite estequiométrico (~Rew
1
). 




perdas relacionadas ao transporte de massa se tornam o principal fator limitante para a 
densidade de corrente. Com isso em mente, e observando o comportamento da 
densidade de corrente apresentado na Figura 3-8, é possível notar a tendência em 
direção a uma escala de Rew
0,87
 para os casos com canais corrugados a altos números de 
Reynolds. Esta escala já é bastante próxima do limite estequiométrico. Os pontos na 
parte mais baixa do gráfico mostram uma tendência, no caso da rede fluídica em 
configuração flow-by com canais retos e paralelos, a seguir a escala Rew
0,33
. Esta escala 
é um indicador de que a densidade de corrente está submetida a um regime limitado 
pela difusão laminar (BRAFF et al., 2013b).  
Para todas as situações testadas, a rede fluídica 800-200 segue a escala Rew
0,87
, 
da qual pode-se concluir que uma transição a este comportamento ocorre em números 
de Reynolds abaixo de 200. A rede de canais 700-300 tem características similares, 
apesar de sua transição a uma escala quasi-linear ocorrer a números de Reynolds 
maiores. A pequena diferença existente entre as curvas para as redes fluídicas 700-300 e 
800-200 indica uma saturação do benefício introduzido pela corrugação dos canais, 
como fora observado anteriormente para as curvas de polarização corrigidas por IR. 
Para os propósitos de projeto de baterias de fluxo, esta constatação é muito importante, 
uma vez que leva à conclusão de que um estreitamento ainda maior dos bocais pode não 
surtir um efeito expressivo no transporte de massa. Quanto ao caso 600-400, o mesmo 
tipo de transição presente para a rede fluídica 700-300 se manifesta em números de 
Reynolds ainda maiores. Adicionalmente, um regime com um expoente menor de 
variação da densidade de corrente pode ser identificado para baixos números de 
Reynolds. Os pontos com as menores densidades de corrente representam a geometria 
flow-by com canais retos. Estes pontos mostram uma tendência a uma escala com 
Rew
0,33
 nos dois primeiros pontos medidos, enquanto começa uma transição para um 
regime mais dominado pela cinética das reações para números de Reynolds maiores. No 
entanto, devido a limitações de selagem e bombeamento do aparato experimental 
utilizado, nenhuma medida em números de Reynolds maiores, necessária para a 








3.3.5. Densidade de Potência Líquida 
 
Com o esforço de miniaturização, a potência necessária para o bombeamento e, 
consequentemente, a perda de carga ganham importância quando se analisa o 
desempenho geral de uma bateria de fluxo redox. Com este fato em mente, a perda de 
carga foi medida para todas as quatro diferentes redes de canais usando água como 
fluido de trabalho. Os resultados são apresentados na Figura 3-9. A potência de 
bombeamento é, então, obtida teoricamente a partir das medidas pela multiplicação da 
vazão volumétrica pela perda de carga. Assumindo que o escoamento se mantém 
laminar, uma correção é aplicada para levar em consideração a viscosidade real dos 
eletrólitos (LIN et al., 2015; MARSCHEWSKI et al., 2017a). Para permitir uma 
comparação direta com a densidade de potência produzida, o resultado é normalizado 
pela área de 1 cm², que vem sendo usada como referência até aqui. 
 
 
Figura 3-9. Variação da perda de carga com a vazão volumétrica (LISBOA et al., 2017). 
Medidas de perda de carga para as quatro redes fluídicas testadas usando água como fluido de 
trabalho. Símbolos são incluídos para todos os pontos medidos. 
 
Para verificar como as diferentes redes de canais lidam com o equilíbrio entre a 
potência produzida e a potência de bombeamento, a densidade de potência líquida é 
usada como figura de mérito. A densidade de potência líquida consiste na diferença 
entre a máxima densidade de potência produzida em uma determinada vazão 
volumétrica e a densidade de potência de bombeamento associada (
maxnet pumpP P P  ). 




variações na resistência ôhmica entre as diferentes montagens poderiam comprometer a 
comparação entre as redes fluídicas da perspectiva do transporte de massa. Portanto, as 
curvas de polarização são corrigidas usando o valor médio da resistência ôhmica de 
(0,344±0,013) Ω.cm² obtido ao longo de todas as células testadas. A Figura 3-10 mostra 
os resultados, sendo omitidas as densidades de potência líquida para uma vazão de 400 
ml/min nos casos 700-300 e 800-200, pois são negativas. Em outras palavras, estas duas 
situações requerem mais potência de bombeamento do que a célula é capaz de produzir 
através das reações eletroquímicas. 
 
 
Figura 3-10. Variação da densidade de potência líquida semi-empírica com a vazão 
volumétrica (LISBOA et al., 2017). Comportamento da máxima densidade de potência 
produzida após a subtração das perdas com bombeamento ( maxP P Pnet pump  ) para as 4 
diferentes redes fluídicas testadas como função da vazão. Símbolos são incluídos para todos os 
pontos medidos. 
 
Observando a Figura 3-10 mais detalhadamente, a configuração flow-by com 
canais retos, apesar de ter a menor perda de carga de todas as configurações testadas, 
produz a menor potência líquida comparada com a geometria de canais corrugados 
proposta. As curvas de densidade de potência líquida para os casos com corrugação nas 
paredes mostram uma clara faixa de operação ótima e, também, um deslocamento desta 
faixa para vazões volumétricas menores à medida que os bocais são feitos mais 
estreitos. Este deslocamento ajustável é a principal vantagem das redes fluídicas 
propostas em comparação com aquelas desenvolvidas anteriormente, como a de canais 




desempenho é baseado em uma contínua razão entre as larguras das seções transversais 
mais larga e mais estreita dos canais. Este achado contrasta com alternativas discretas 
como, por exemplo, o número de passes para a configuração com canais interdigitados 
(PERRY et al., 2013; DARLING & PERRY, 2014; MARSCHEWSKI et al., 2017a).  
A nova geometria com canais corrugados também permite a variação no número 
de bocais por canal, aumentando a quantidade de parâmetros passíveis de ajuste para a 
otimização de baterias de fluxo às condições de operação. Os efeitos da quantidade de 
bocais empregados ainda devem ser investigados, mas é esperado que tenha uma 
influência similar à dos múltiplos passes para redes fluídicas de canais interdigitados 
(MARSCHEWSKI et al., 2017a). Estes dois parâmetros abrem a oportunidade para um 
ajuste fino das redes de canais para alcançar um desempenho ótimo em uma vazão 
volumétrica arbitrária, tendo a densidade de potência líquida como a principal métrica 
para a aferição do desempenho. 
Outro resultado interessante apresentado na Figura 3-10 é que o estreitamento 
dos bocais traz um benefício líquido no que concerne à máxima densidade de potência 
líquida, sem importar com qual vazão volumétrica esta está associada. Canais com 
bocais mais estreitos são capazes de atingir um regime de limitação por resistência 
ôhmica com altas densidades de potência produzidas em vazões volumétricas menores e 
ao custo de perdas de carga similares as de canais com bocais mais largos em vazões 
volumétricas mais altas (ver Figura 3-9). Porém, uma vez que a potência de 
bombeamento é o produto entre a perda de carga e a vazão volumétrica, esta será 
consideravelmente menor. Esta constatação, corroborada pela Figura 3-10, é um bom 
indicador de que operar com a menor vazão volumétrica possível e projetando uma rede 
fluídica especialmente para esta situação pode ser bastante benéfico do ponto de vista da 
maximização da potência líquida. No entanto, este efeito benéfico começa a desaparecer 
com a diferença na máxima densidade de potência líquida caindo à medida que se 
avança a partir da rede de canais 500-500 em direção à rede 800-200. Este 
comportamento pode ser atribuído às já observadas saturações das máximas densidades 
de potência produzidas à medida que a célula passa a ser cada vez mais limitada pela 
resistência ôhmica e pela cinética das reações de oxidação e redução em conjunto com 
os valores desprezíveis que a potência de bombeamento assume sob baixas vazões. A 
máxima densidade de potência líquida em todos os casos testados foi obtida com a rede 
de canais 800-200 e seu valor de 757 mW/cm² representa um ganho de ~2x em 




Capítulo 4 - Métodos para Solução de Navier-
Stokes por Transformação Integral 
 
Neste capítulo, uma nova perspectiva para a solução das equações de Navier-
Stokes por transformação integral é oferecida para meios heterogêneos e domínios 
irregulares. As aplicações são escolhidas de modo a aproveitar os desenvolvimentos 
para a análise de baterias de fluxo sem membrana no Capítulo 5. 
 
4.1. Método de Solução das Equações de Navier-Stokes em Meios Heterogêneos 
 
Nesta seção o método de transformada integral com formulação em domínio 
único será empregado na solução das equações de Navier-Stokes para meios 
heterogêneos em uma situação física em que um fluido escoa em canais parcialmente 
preenchidos com meios porosos. Tal geometria é compatível com o uso de uma 
configuração flow-by com eletrodos porosos em uma RFB sem membrana. 
 
4.1.1. Formulação e Metodologia de Solução 
 
4.1.1.1. Modelo do escoamento 
 
A situação física proposta para ser estudada ao longo da seção 4.1 é ilustrada na 
Figura 4-1. A imagem mostra um canal de placas paralelas parcialmente ocupado por 
dois meios porosos dispostos de maneira simétrica. A direção e a uniformidade do 
escoamento de entrada também são indicadas. Dimensões de interesse e um sistema de 
coordenadas Cartesiano convenientemente posicionado são incluídos para facilitar o 






Figura 4-1. Representação esquemática de um canal de placas paralelas parcialmente 
ocupado por meio poroso (LISBOA & COTTA, 2018a). Condições de entrada e de contorno 
também são indicadas. 
 
O modelo de Darcy-Brinkman é escolhido para o escoamento no interior do 
meio poroso, enquanto as equações de Navier-Stokes para escoamentos incompressíveis 
em regime permanente são empregadas no domínio do fluido livre. O acoplamento na 
interface entre as duas regiões é proposto supondo continuidade do vetor velocidade, da 
componente normal da tensão e da componente tangencial da tensão (HIRATA et al., 
2007). Os modelos para as duas regiões poderiam ser resolvidos separadamente e 
acoplados pelos contornos comuns entre os diferentes domínios. Entretanto, este 
acoplamento pode se tornar bastante complicado quando geometrias complexas ou 
vários diferentes domínios estão envolvidos. Com a principal vantagem de realizar estes 
acoplamentos automaticamente e mais convenientemente sob o ponto de vista 
computacional, a formulação em domínio único é empregada. Em vez de designar um 
modelo para cada região diferente, um único modelo generalizado com propriedades 
físicas variando espacialmente é aqui proposto. O modelo considerado apropriado para a 
física sendo estudada é mostrado abaixo: 
 
 0 u   (4.1.a) 





       u u u u   (4.1.b) 
em que u  é o vetor velocidade adimensional,   é o operador nabla adimensional,   é 




viscosidade dinâmica adimensional, Re  é o número de Reynolds e Da  é o número de 
Darcy. 






























  (4.2.a-g) 
sendo *u  o vetor velocidade, 0u  a componente longitudinal da velocidade na entrada, 
*  o operador nabla, *  a massa específica, 0  a massa específica do fluido, 
*p  o 
campo de pressão, *  a viscosidade dinâmica, 0  a viscosidade do fluido e   a 
permeabilidade do meio poroso. 
Seguindo a estratégia de domínio único, as propriedades usadas no modelo da 
Eq. (4.1.b) apresentam variação espacial. Sejam fV  e pV  as regiões ocupadas pelo 
fluido livre e pelo meio poroso, respectivamente. Levando em consideração a 
viscosidade efetiva (WHITAKER, 1986; OCHOA-TAPIA & WHITAKER, 1995a; 
1995b), desprezando os efeitos inerciais no interior do meio poroso e desconsiderando 
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  (4.3.c) 
sendo   a porosidade do meio poroso. 
Para permitir a solução do modelo proposto, um conjunto de condições de 
contorno é necessário. O uso da correção de Brinkman na equação de Darcy permite a 
imposição das condições de não-deslizamento e não-penetrabilidade no contorno de 
parede ilustrado na Figura 4-1. Na entrada, limitada à região indicada por setas na 




saída é prescrita assumindo que o canal é longo o suficiente para o escoamento se 
desenvolver completamente. Portanto, um perfil adimensional de velocidades 
completamente desenvolvido  fu y , a ser detalhado na seção 4.1.1.2, é prescrito na 
saída. A abordagem de domínio único adotada elimina a necessidade de especificar 
explicitamente condições de contorno nas interfaces entre o fluido livre e as camadas 
porosas. As condições de contorno de continuidade apropriadas surgem naturalmente 
das variações de propriedades físicas definidas nas Eqs. (4.3.a-c). Matematicamente, as 
condições de contorno utilizadas são dadas por: 
 
    , 1 ,1 0x x  u u   (4.4.a,b) 
        0, 0 0 ; , 0 0
TT
o fy f y x y u y       u u   (4.4.c,d) 
em que ox  é o comprimento adimensional do canal (razão entre o comprimento, 
*L , e a 
metade da altura do canal, h ) e f  é o perfil da componente longitudinal do vetor 
velocidade na entrada do canal. 
 
4.1.1.2. Solução filtro 
 
Metodologias baseadas em transformação integral podem se beneficiar 
fortemente do emprego de soluções analíticas simples para versões simplificadas do 
modelo original como filtros (COTTA, 1993; 1998; COTTA & MIKHAILOV, 1997; 
COTTA et al., 2016). O objetivo é extrair informações da equação e de termos fonte nas 
condições de contorno, ou mesmo de versões linearizadas de operadores diferenciais 
não-lineares, de forma a reduzir sua influência na desaceleração da convergência das 
expansões em autofunções propostas. Para a situação física sendo estudada em 
particular, um perfil de velocidades completamente desenvolvido aparece naturalmente 
à medida que a coordenada longitudinal x  cresce, sendo um equivalente a uma solução 
em regime permanente de um problema transiente. O perfil de velocidades 
completamente desenvolvido não apenas satisfaz identicamente a Eq. (4.1.a) e o lado 
direito da Eq. (4.1.b), como também representa perfeitamente a condição de contorno 
imposta na saída, como explicitado pela Eq. (4.4.c,d). 
O perfil de velocidades completamente desenvolvido pode ser obtido da Eq. 




na Figura 4-1, com a simplificação de escoamento invariante longitudinalmente. A 
equação resultante consiste em uma equação diferencial ordinária com gradiente 
longitudinal de pressão constante como termo fonte. As múltiplas camadas 
características da situação física sob análise são introduzidas através de uma viscosidade 
variável transversalmente. De forma a obter soluções analíticas para o perfil de 
velocidades completamente desenvolvido de maneira conveniente, diferentes equações 
com viscosidades constantes são associadas com cada domínio, acopladas pelas suas 
fronteiras comuns com condições de continuidade. Então, o conjunto de equações 
diferenciais ordinárias a ser resolvida para o filtro é mostrado abaixo: 
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  (4.5.a-f) 
sendo pw  a razão entre a espessura dos meios porosos ( ph  na Figura 4-1) e metade da 
altura do canal ( h  na Figura 4-1). 
A solução das Eqs. (4.5.a-f) em conjunto com o princípio de conservação da 
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   (4.6.b) 
 
Note que as Eqs. (4.6.a,b) são independentes do número de Reynolds, conforme 
esperado para um escoamento laminar completamente desenvolvido. 
O filtro do vetor velocidades fica, então, dado por: 
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  (4.7.b) 
 
O filtro do vetor velocidades é empregado para compor o campo de velocidades 
desconhecido da seguinte forma: 
 
      ˆ, ,x y x y y  fu u u   (4.8) 
 
Finalmente, as equações da continuidade e de Navier-Stokes filtradas que 
governam o campo de velocidades filtrado, û , se tornam: 
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4.1.1.3. Problema de autovalor 
 
A suposição fundamental utilizada na solução das Eqs. (4.9.a,b) é que o campo 
vetorial de velocidades pode ser determinado levando em consideração a influência de 
um número infinito de vórtices perturbando um escoamento base. Esta interpretação 
física pode ser traduzida na seguinte relação: 
 




x y x y


     Φu   (4.10) 
 
A nova perspectiva incorporada pela Eq. (4.10) é de fato equivalente à 
formulação em termos da função corrente em casos bidimensionais, quando um vetor 
base iΦ  paralelo ao eixo z  é usado (PEREZ-GUERRERO & COTTA, 1992; 1995), e 
compartilha da mesma vantagem de satisfazer identicamente à equação da continuidade. 
Para demonstrar tal equivalência começa-se com a expansão da Eq. (4.10) em um 
sistema de coordenadas Cartesiano como o da Figura 4-1, impondo que a única 
componente de iΦ  diferente de zero está na direção z . Assumindo que a linearidade do 
operador rotacional é válida para a série infinita envolvida, ou seja, que as séries 
resultantes sejam absolutamente convergentes, a expressão a seguir é obtida: 
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 u   (4.11) 
sendo i  a componente de iΦ  no eixo z . 
Definindo o somatório no interior das derivadas parciais da Eq. (4.11) como uma 
função corrente, a correspondência entre as duas abordagens é estabelecida. No entanto, 
a nova interpretação, sem recorrer ao uso da função corrente, permite uma generalização 
mais direta para problemas tridimensionais, supondo que uma base apropriada para a 




A Eq. (4.10) foi desenvolvida tendo em mente a transformação integral das 
equações de Navier-Stokes em todas as coordenadas espaciais com exceção de uma. No 
caso estudado nesta seção, a coordenada longitudinal ( x ) é escolhida para ser lidada 
numericamente, devido à conveniência da transformação integral na direção transversal  
( y ), com suas condições de contorno homogêneas.  
Pode ser questionado que as escolhas para as duas funções mostradas no lado 
direito da Eq. (4.10) não podem ser arbitrárias. Recorrendo novamente à linearidade do 
operador rotacional, a série infinita resultante no interior do operador diferencial deve 
ser capaz de cobrir todo o espaço de possíveis soluções para o vetor velocidade. Uma 
possibilidade é impor que iΦ  tenha a propriedade de ortogonalidade, da mesma 
maneira como vista na aplicação clássica da GITT (COTTA, 1993; COTTA & 
MIKHAILOV, 1997; COTTA, 1998; COTTA et al., 2016). Tal consideração também 
foi adotada para a solução do problema físico da Figura 4-1 e os passos a seguir 
prosseguirão de acordo. Além de demandar ortogonalidade, outra característica 
desejável da base é a presença da maior quantidade possível de informação sobre os 
coeficientes e operadores das equações diferenciais parciais a serem resolvidas, o que 
também é uma característica em comum com aplicações anteriores da GITT (COTTA, 
1993; 1998). 
Na formulação em domínio único, a metodologia de solução se beneficia 
fortemente da inclusão da variação abrupta das propriedades físicas que representam as 
transições entre os diferentes meios envolvidos. Portanto, algumas modificações do 
clássico problema de autovalor bi-harmônico (PEREZ-GUERRERO & COTTA, 1992; 
1995) são propostas aqui. O problema de autovalor selecionado para a situação física 
estudada nesta seção é escrito como: 
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  (4.12.b-g) 
 
A base para a expansão pode então ser definida como: 
 
    0 0
T
i iy y   Φ   (4.13) 
 
Com a simples aplicação do operador integral com o kernel apropriado na Eq. 
(4.12.a) e com a ajuda das condições de contorno mostradas nas Eqs. (4.12.b-g), a 
propriedade da ortogonalidade a seguir pode ser derivada: 
 
      
1
1
i j ijy y y dy 

  Φ Φ   (4.14) 
 
É improvável que uma solução direta para as Eqs. (4.12.a-g) seja obtida em 
termos de funções conhecidas. Portanto, a própria GITT foi utilizada para a solução do 
problema de autovalor, fazendo uso de um problema auxiliar mais simples, em um 
procedimento similar àquele já aplicado em trabalhos anteriores empregando 
transformada integral com formulação em domínio único (KNUPP et al., 2012; 2013a; 
2013b; 2014; 2015a; 2015b). Para permitir o emprego do procedimento da GITT na 
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  (4.15.b-g) 
 
Considerando a simetria transversal da situação física ilustrada pela Figura 4-1, 




















  (4.16) 
sendo que os autovalores m  podem ser encontrados com a equação transcendental a 
seguir: 
 
    tanh tanm m    (4.17) 
 
A autofunção da Eq. (4.16) conta com a propriedade da ortogonalidade abaixo: 
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Ω Ωm n mny y dy 

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A propriedade de ortogonalidade mostrada acima permite que o seguinte par 
transformada-inversa seja formulado: 
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   (4.19.b) 
 
O processo de transformação integral prossegue operando sobre a equação 
diferencial ordinária da Eq. (4.12.a) com  
1
1
Ω __m y dy
 , levando ao problema de 
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  (4.20.e,f) 
 
Truncando o problema de autovalor algébrico da Eq. (4.20.a) em uma ordem 
finita M, passa a ser possível o emprego de rotinas confiáveis disponíveis em softwares 
comerciais para a obtenção dos autovalores e dos autovetores. A fórmula inversa da Eq. 
(4.19.b) é então utilizada para obter as autofunções requeridas,  i y , a partir dos 
resultados da solução das Eqs. (4.20.a-d). Para os cálculos do presente trabalho, a 
plataforma Mathematica v. 10.4 (WOLFRAM, 2016) foi utilizada tanto para a tarefa 
numérica de solucionar o problema de autovalor algébrico, quanto para a computação 
simbólica das integrais das Eqs. (4.20.e,f). 
 
4.1.1.4. Problema transformado 
 
O passo final na metodologia de transformação integral consiste em operar tanto 
as equações governantes quanto as condições de contorno remanescentes com as 
integrações com kernels apropriados. A proposta para o vetor velocidade da Eq. (4.10) é 
capaz de satisfazer identicamente a equação da continuidade filtrada da Eq. (4.9.a). 
Logo, a transformada integral deve ser empregada apenas na equação de conservação do 
momento linear, isto é, Eq. (4.9.b). 
Seja dV  um volume infinitesimal com contorno V  consistindo em toda a 
seção transversal do canal ilustrado na Figura 4-1 e com um comprimento infinitesimal 
dx . Aplicando   __i
dV
d  Φ  na Eq. (4.9.b) e usando a identidade vetorial a 
seguir, 
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em que b  e c  são campos vetoriais classe C
1
, tem-se que, 
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  (4.22) 
 
Note o desaparecimento do termo relativo ao gradiente de pressão na Eq. (4.22). 
O uso de um kernel conveniente para a transformação integral elimina automaticamente 
o termo que inclui a pressão ao impor um operador rotacional ao gradiente de pressão. 
A ausência de qualquer termo relacionado à pressão permite evitar a proposição de uma 
expansão em autofunções para o campo de pressão, simplificando a solução do 
problema de escoamento. 
Começando com a Eq. (4.22), expandindo cada termo sob o sistema de 
coordenadas Cartesiano da Figura 4-1, e empregando a Eq. (4.10) com a expressão da 
Eq. (4.13) substituída nela, tem-se que: 
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- Para os termos inerciais envolvendo o filtro: 
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  (4.24.a) 
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  (4.24.b,c) 
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  Φ f fu u   (4.25) 
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  (4.26.b,d) 
em que w  é a largura do volume infinitesimal dV  na direção z . 
Os coeficientes das Eqs. (4.26.c,d) podem ser ainda mais simplificados usando 
as propriedades do problema de autovalor. Substituindo o lado direito da Eq. (4.12.a) e 

















Reunindo as Eqs. (4.23.a), (4.24.a) e (4.26.a) de acordo com a Eq. (4.22), o 
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As condições de contorno nos extremos longitudinais do domínio sob estudo 
devem ser transformadas de uma maneira um pouco diferente. Seja  f y  a função 
representando o escoamento na entrada do canal, conforme ilustrado na Figura 4-1. 
Assumindo que a linearidade do operador rotacional é válida para a equação (4.10), o 
seguinte deve ser verdade: 
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  (4.29.a,b) 
em que ox  é a razão entre o comprimento do canal 
*L  e h . 
Seja a  o campo vetorial sobre o qual o rotacional é aplicado nas Eqs. (4.29.a,b). 
Graças à Eq. (4.13), a única componente não-nula de a  é aquela na direção z . 













































sendo za  a componente do vetor a  na direção z . 






  e usando a condição de contorno para 
a autofunção em 1y    das Eqs. (4.12.b,c), 
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   (4.31.a,b) 
 
Com a substituição da série infinita que definiu o vetor a  inicialmente nas Eqs. 
(4.30.c,d) e (4.31.a,b), segue que: 
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  (4.32.a-d) 
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  (4.33.a-d) 
 
4.1.1.5. Procedimento de solução 
 
Devido à impossibilidade de resolver os sistemas infinitos de Eqs. (4.20.a) e 
(4.28), ambos deverão ser truncados. Os números de termos nos dois sistemas são 




(4.10) e (4.19.b). Neste trabalho, as ordens de truncamento são N e M para os 
somatórios das Eqs. (4.10) e (4.19.b), respectivamente. Estas ordens de truncamento são 
os únicos parâmetros a serem monitorados para avaliar a convergência da solução final. 
Antes de proceder com a solução do problema transformado, as integrações 
apresentadas nas Eqs. (4.23.b-f), (4.24.b,c), (4.26.b) e (4.33.a) foram determinadas 
analiticamente. A substituição da fórmula inversa da Eq. (4.19.b) nas fórmulas de 
integração e o rearranjo dos resultados permite que as integrações sejam realizadas com 
as autofunções auxiliares mais simples da Eq. (4.16). Estas operações foram feitas 
usando rotinas de computação simbólica disponíveis no software comercial 
Mathematica v. 10.4 (WOLFRAM, 2016). 
Uma vez que os valores numéricos para os coeficientes do problema 
transformado e para a condição de contorno foram calculados, o sistema de equações 
diferenciais ordinárias foi resolvido usando uma rotina dedicada à solução de problemas 
de valor de contorno baseada no algoritmo PASVA3 (PEREYRA, 1979). Tal rotina 
também foi programada em ambiente Mathematica, permitindo uma integração total em 
um único código misto simbólico-numérico. Contudo, o algoritmo PASVA3 requer um 
pré-tratamento do sistema, uma vez que a rotina foi desenvolvida para lidar apenas com 
equações diferenciais de primeira ordem (PEREYRA, 1979). Uma nova definição de 
variáveis dependentes, descrita em detalhes por PEREZ-GUERRERO & COTTA 
(1992) e PEREZ-GUERRERO & COTTA (1995), também foi empregada neste 
trabalho. No processo, o sistema NxN da Eq. (4.28) se torna um sistema (4N)x(4N) de 
equações diferenciais ordinárias. Uma tolerância de 10
-4
 foi estabelecida como critério 
de parada para a rotina baseada no algoritmo PASVA3 em todos os casos rodados. 
O comprimento adimensional adotado para o canal, levando em consideração o 
comprimento de desenvolvimento hidrodinâmico para situações semelhantes e uma 
análise feita a posteriori, segue a relação abaixo: 
 
 0,053ox Re   (4.34) 
 
A Eq. (4.34) se mostrou adequada para satisfazer a condição de contorno de 
velocidade invariável com a direção longitudinal na saída, como será mostrado nas 







A metodologia de solução por transformação integral foi testada de duas 
maneiras diferentes. A primeira é focada na investigação da robustez do método com a 
variação do número de Reynolds. Em um segundo momento, a influência do número de 
Darcy é avaliada para um número de Reynolds fixo. Todos os outros parâmetros 
relevantes permaneceram constantes ao longo dos casos teste. A Tabela 4-1 resume os 
parâmetros usados e também define as diferentes combinações de números de Reynolds 
e Darcy. 
 
Tabela 4-1. Valores dos parâmetros e definição dos casos teste. 
Parâmetro Valor 
  0,8 
pw  0,5 
Caso-teste Reynolds Darcy 
1 50 0,02 
2 150 0,02 
3 300 0,02 
4 50 0,002 
5 50 0,2 
 
4.1.2.Resultados e Discussão 
 
4.1.2.1. Problema de autovalor 
 
Antes de proceder com a solução das equações governantes do escoamento, a 
base para a expansão da Eq. (4.10) deve ser analisada. Portanto, uma cuidadosa análise 
da convergência foi realizada a priori para os casos-teste considerados, através do 
aumento da ordem de truncamento M, até que não haja variação do autovalor na terceira 
casa decimal entre três iterações em sequência. Analisando o problema de autovalor das 
Eqs. (4.12.a-g), o único parâmetro a variar ao longo dos casos-teste é o número de 
Darcy. Então, a convergência do problema de autovalor é primeiramente demonstrada 




A convergência gráfica com o aumento da ordem de truncamento M foi 
investigada para o caso mais crítico (Da = 0,002). A Figura 4-2 ilustra como a 18ª 
autofunção se comporta, ordenada em ordem crescente de autovalores, à medida que a 
ordem de truncamento é elevada. Claramente, nenhuma diferença distinguível na escala 
gráfica está presente para ordens de truncamento maiores que M = 21. 
Para avaliar a convergência do problema de autovalor em maiores detalhes, a 
Tabela 4-2 apresenta os valores numéricos do 18º autovalor para todos os três diferentes 
números de Darcy. A escolha da 18ª autofunção é baseada na suposição de que ela é a 
de convergência mais crítica entre as autofunções efetivamente usadas para convergir o 
vetor velocidade, como será discutido nas seções 4.1.2.2 e 4.1.2.3. Convergência de 
cinco dígitos significativos foi atingida com ordens de truncamento menores que 42. 
Valores menores para M são suficientes para obter uma convergência similar à medida 
que o número de Darcy cresce. A máxima ordem de truncamento calculada para cada 
número de Darcy é utilizada para obter as autofunções e os autovalores necessários para 
o problema transformado das equações governantes do escoamento. 
 
 
Figura 4-2. Convergência da 18ª autofunção com ordem de truncamento crescente 
(LISBOA & COTTA, 2018a). Variação da 18ª autofunção com a coordenada transversal para 






Tabela 4-2. Convergência do 18º autovalor. Três números de Darcy diferentes são 
considerados: (a) Da = 0,002; (b) Da = 0,02; (c) Da = 0,2. 
 Da = 0,002 Da = 0,02 Da = 0,2 
M = 24 58,144 57,424 57,349 
M = 27 58,142 57,423 57,348 
M = 30 58,141 57,423 57,348 
M = 33 58,140 57,422 57,348 
M = 36 58,140 57,422 57,348 
M = 39 58,139 57,422 - 
M = 42 58,139 - - 
 
4.1.2.2. Desenvolvimento hidrodinâmico para diferentes números de Reynolds 
 
Uma vez que a convergência das autofunções foi verificada, pode-se proceder 
para a solução do problema transformado do escoamento ao longo do canal 
parcialmente ocupado por meio poroso, e para a análise de convergência da expansão 
em autofunções da Eq. (4.10). Com o valor fixo de M = 39 (ver Tabela 4-2) e para um 
número de Darcy de 0,02, a convergência da solução do vetor velocidade é então 
analisada em função da ordem de truncamento N. O comportamento da componente 
longitudinal do vetor velocidade na linha central do canal, com a ordem de truncamento 
N crescente, é agora analisado para todos os três números de Reynolds definidos na 
Tabela 4-1. Os resultados são apresentados para posições longitudinais selecionadas na 
Tabela 4-3. Uma convergência satisfatória com três dígitos significativos foi atingida 
em todos os casos para N < 18, o que é comparável com as taxas de convergência 
obtidas para o problema de escoamento livre entre placas paralelas com uma 
metodologia similar (PEREZ-GUERRERO & COTTA, 1995). A componente 
longitudinal do vetor velocidade converge mais rapidamente em posições mais afastadas 
da entrada. Este fato ressalta a importância do filtro proposto, uma vez que o vetor 
velocidade tende assintoticamente para o perfil de velocidades completamente 
desenvolvido à medida que x  cresce. 
Para verificar o critério de truncamento do comprimento do canal usando a Eq. 
(4.34), resultados considerando um canal com o dobro do tamanho obtido com aquela 
expressão também são incluídos na Tabela 4-3. Estes resultados foram obtidos para a 




dentro da precisão mostrada, indicando invariância com o comprimento do canal além 
do ponto estabelecido pela Eq. (4.34). 
 
Tabela 4-3. Convergência da componente longitudinal do vetor velocidade na linha central 
do canal ( 0y  ) em função do número de Reynolds para posições longitudinais 
selecionadas. Três casos teste mostrados: (a) Re = 50 e Da = 0,02; (b) Re = 150 e Da = 0,02; (c) 
Re = 300 e Da = 0,02. Valores para um canal duas vezes mais longo também são incluídos para 
a verificação da condição de saída empregada. Resultados obtidos com o COMSOL 
Multiphysics (Burlington, MA, EUA) são mostrados para comparação com os resultados da 
transformada integral. 
(a) x = 0,1 x = 0,2 x = 0,4 x = 0,6 x = 0,8 
N = 3 0,927 0,982 1,045 1,061 1,061 
N = 6 1,020 1,028 1,054 1,064 1,062 
N = 9 1,016 1,024 1,053 1,064 1,062 
N = 12 1,005 1,023 1,053 1,064 1,062 
N = 15 1,006 1,023 1,054 1,064 1,062 
N = 18 1,008 1,023 1,054 1,064 1,062 
2 ox  1,008 1,023 1,054 1,064 1,062 
COMSOL 1,007 1,024 1,055 1,065 1,064 
(b) x = 0,3 x = 0,6 x = 1,2 x = 1,8 x = 2,4 
N = 3 0,967 1,009 1,031 1,039 1,044 
N = 6 1,013 1,019 1,032 1,040 1,044 
N = 9 1,007 1,017 1,031 1,039 1,044 
N = 12 1,007 1,018 1,031 1,039 1,044 
N = 15 1,007 1,018 1,031 1,039 1,044 
2 ox  1,007 1,018 1,031 1,039 1,044 
COMSOL 1,007 1,019 1,032 1,040 1,045 
(c) x = 0,6 x = 1,2 x = 2,4 x = 3,6 x = 4,8 
N = 3 0,965 0,990 1,020 1,036 1,043 
N = 6 0,996 0,995 1,020 1,036 1,043 
N = 9 0,990 0,992 1,019 1,035 1,043 
N = 12 0,990 0,992 1,019 1,035 1,043 
N = 15 0,990 0,992 1,019 1,036 1,043 
2 ox  0,990 0,992 1,019 1,036 1,043 




Para realizar uma co-verificação, resultados de uma análise de elementos finitos 
obtidos com o software comercial COMSOL Multiphysics (Burlington, MA, EUA) 
também são apresentados na Tabela 4-3. A concordância entre os resultados advindos 
da transformação integral e aqueles obtidos com FEA é quase perfeita, com um desvio 
relativo nunca maior que ~0,2% para todas as posições longitudinais selecionadas. 
A Figura 4-3 ilustra em um gráfico semi-logarítmico a evolução da componente 








    (4.35) 
 
A principal razão para a definição da Eq. (4.35) foi o aumento do comprimento 
de desenvolvimento com o número de Reynolds. Com a introdução de x , todos os 
fenômenos relevantes podem ser colocados em um único intervalo, facilitando a análise. 
 
 
Figura 4-3. Evolução da componente longitudinal do vetor velocidade ao longo de x

 
(LISBOA & COTTA, 2018a). Comparação entre os resultados da transformada integral e FEA 
para a variação da componente longitudinal do vetor velocidade na linha central do canal (
0y  ) para três números de Reynolds diferentes (Re = 50, 150 e 300) e número de Darcy igual 
a 0,02. 
 
Resultados tanto para a solução com transformada integral quanto para os 
obtidos através de FEA são mostrados na Figura 4-3. A aderência entre os resultados 




Reynolds estudados provê verificação adicional da presente implementação, enquanto 
também demonstra o potencial da GITT no estabelecimento de resultados de referência. 
A componente longitudinal da velocidade na linha central do canal apresenta um 
vale para o maior número de Reynolds estudado (Re = 300). A maior energia do 
escoamento em Reynolds maiores permite a penetração do fluido no meio poroso de 
maneira mais efetiva nos estágios iniciais do desenvolvimento ao longo do canal, 
consequentemente diminuindo a componente longitudinal de velocidade na linha central 
do canal. O inverso ocorre para o menor número de Reynolds estudado (Re = 50), 
enquanto um comportamento de certa forma neutro pode ser observado para o caso com 
número de Reynolds igual a 150. À medida que x  cresce, as três curvas tendem a 
colapsar, em acordo com o completo desenvolvimento do escoamento. O valor de x  no 
qual todas as curvas se fundem foi identificado como sendo ~0,013. Este valor foi 
considerado no desenvolvimento da Eq. (4.34) a partir de uma análise a posteriori, com 
o intuito de minimizar o custo computacional. 
 
4.1.2.3. Desenvolvimento hidrodinâmico para diferentes números de Darcy 
 
O comportamento da convergência da expansão em autofunções da Eq. (4.10) 
também foi investigado para diferentes números de Darcy. Resultados para a 
componente longitudinal do vetor velocidade na linha central do canal para um número 
de Reynolds igual a 50 são apresentados na Tabela 4-4 para cinco diferentes posições 
longitudinais. Convergência com pelo menos três dígitos significativos pode ser 
observada para ordens de truncamento N menores que 18, de maneira similar ao 
comportamento mostrado na Tabela 4-3. A convergência para o caso com número de 
Darcy igual a 0,02 já foi contemplada pela Tabela 4-3. A mesma melhoria da 
convergência com o crescimento da coordenada longitudinal pode ser observada, com a 
solução filtro capturando analiticamente uma parcela significativa do escoamento. 
Resultados para um canal com o dobro do comprimento também estão presentes 
na Tabela 4-4. A maior ordem de truncamento N usada para cada caso foi utilizada 
também para a averiguação do comprimento do canal. A concordância é perfeita para 
todos os dígitos mostrados, corroborando a adequação do truncamento do canal pela 




Comparação com os resultados obtidos com o software comercial COMSOL 
Multiphysics (Burlington, MA, EUA), também presentes na Tabela 4-4, levam à mesma 
conclusão sobre a adequação da abordagem de transformada integral para a obtenção de 
resultados de referência confiáveis para a verificação de códigos mais gerais. Uma vez 
mais, os desvios relativos entre FEA e a abordagem híbrida numérica-analítica 
empregada fica abaixo de ~0,2%. 
 
Tabela 4-4. Convergência da componente longitudinal do vetor velocidade na linha central 
do canal ( 0y  ) em função do número de Darcy para posições longitudinais selecionadas 
e número de Reynolds igual a 50. Dois casos teste mostrados: (a) Re = 50 e Da = 0,002; (b) Re 
= 50 e Da = 0,2. Valores para um canal duas vezes mais longo também são incluídos para a 
verificação da condição de saída empregada. Resultados obtidos com o COMSOL Multiphysics 
(Burlington, MA, EUA) são mostrados para comparação com os resultados da transformada 
integral. 
(a) x = 0,1 x = 0,2 x = 0,4 x = 0,6 x = 0,8 
N = 3 0,984 1,045 1,182 1,272 1,317 
N = 6 1,009 1,065 1,187 1,273 1,317 
N = 9 1,027 1,067 1,186 1,273 1,317 
N = 12 1,018 1,066 1,186 1,273 1,317 
N = 15 1,017 1,066 1,186 1,273 1,317 
N = 18 1,019 1,066 1,187 1,273 1,317 
2 ox  1,019 1,066 1,187 1,273 1,317 
COMSOL 1,019 1,067 1,187 1,274 1,319 
(b) x = 0,1 x = 0,2 x = 0,4 x = 0,6 x = 0,8 
N = 3 0,925 0,968 0,991 0,963 0,924 
N = 6 1,020 1,013 0,999 0,966 0,926 
N = 9 1,012 1,008 0,999 0,966 0,926 
N = 12 1,000 1,007 0,999 0,966 0,926 
N = 15 1,001 1,007 0,999 0,966 0,926 
N = 18 1,003 1,007 1,000 0,967 0,926 
2 ox  1,003 1,007 1,000 0,967 0,926 






Os perfis da componente longitudinal de velocidade ao longo da direção 
transversal, para um número de Reynolds igual a 50, são mostrados na Figura 4-4. 
Quatro diferentes posições longitudinais foram estudadas para três diferentes números 
de Darcy. A aderência na escala gráfica com os resultados de FEA obtidos com o 
COMSOL (Burlington, MA, EUA) é perfeita, contribuindo ainda mais para o esforço de 
co-verificação. À medida que a coordenada longitudinal cresce, os efeitos dos diferentes 
números de Darcy se tornam mais evidentes. Como esperado, para o maior número de 
Darcy, mais fluido penetra e flui através do meio poroso. Claramente, a continuidade do 
vetor velocidade é respeitada com a formulação em domínio único. A continuidade 
tanto da componente normal quanto tangencial de tensão é mais difícil de ser 
identificada, baseado somente nos gráficos da Figura 4-4. Com números de Darcy 
crescentes, uma clara tendência em direção ao perfil parabólico de velocidade típico do 
escoamento de Poiseuille entre placas paralelas pode ser observada, principalmente, na 
Figura 4-4d. Tal comportamento é esperado, uma vez que, com o número de Darcy 
tendendo a infinito, a condição de fluido livre e o correspondente perfil parabólico 
completamente desenvolvido são recuperados. 
Resultados para a componente transversal da velocidade ao longo da coordenada 
y são apresentados na Figura 4-5, para as mesmas quatro posições longitudinais e três 
números de Darcy diferentes (Da = 0,002, 0,02 e 0,2). Mais uma vez, resultados do 
COMSOL Multiphysics (Burlington, MA, EUA) estão em perfeita concordância com 
aqueles obtidos pela transformada integral aqui proposta. A tendência de maior 
penetração no meio poroso para maiores números de Darcy pode novamente ser 
observada ao analisar os perfis da componente transversal da velocidade. Para Da = 
0,002, a velocidade transversal se mantém majoritariamente na região negativa, 
consistente com um fluxo em direção à linha central do canal de uma camada limite em 
desenvolvimento. Em outras palavras, com a diminuição do número de Darcy, o meio 
poroso se comporta cada vez mais como uma parede impermeável. O comportamento 
inverso é mostrado pelo outro extremo entre os números de Darcy simulados. Nos 
resultados para Da = 0,2, a velocidade transversal sempre se mantém positiva (em 
direção à parede), indicando baixa resistência ao escoamento na interface entre o fluido 
livre e o meio poroso. Para o número de Darcy intermediário, um regime de certa forma 
misto pode ser observado, com os valores da velocidade transversal majoritariamente 






Figura 4-4. Perfis da componente longitudinal do vetor velocidade para Re = 50 (LISBOA 
& COTTA, 2018a). Variação da componente longitudinal do vetor velocidade com a direção 
transversal para três diferentes números de Darcy. Quatro posições longitudinais são mostradas: 






Figura 4-5. Perfis da componente transversal do vetor velocidade para Re = 50 (LISBOA 
& COTTA, 2018a). Variação da componente transversal do vetor velocidade com a direção 
transversal para três diferentes números de Darcy. Quatro posições longitudinais são mostradas: 





4.2. Método de Solução das Equações de Navier-Stokes em um Canal Corrugado 
 
Nesta seção o método de transformada integral será empregado na solução das 
equações de Navier-Stokes em geometrias irregulares para uma situação física na qual 
um fluido escoa entre placas corrugadas paralelas e simétricas. Tal geometria é 
compatível com uma estratégia para o aumento da razão área-volume em RFBs sem 
membrana empregando eletrodos sólidos em configuração flow-by. 
 
4.2.1. Formulação e Metodologia de Solução 
 
4.2.1.1. Modelo do escoamento 
 
 
Figura 4-6. Representação esquemática de um canal de placas corrugadas simétricas. 
Condição de entrada e sistema de coordenadas também são indicados. 
 
A Figura 4-6 mostra uma representação esquemática do canal de placas 
corrugadas que será o tema de análise desta seção. Um sistema de coordenadas 
Cartesiano é incluído na linha central no início do canal. O escoamento completamente 
desenvolvido imposto na entrada também é ilustrado. O canal conta com duas seções de 
placas paralelas à montante e à jusante com uma seção central com corrugação senoidal. 
A transição geométrica entre as seções reta e corrugada é feita de maneira suave, e a 
parte senoidal tem altura limitada pela altura das zonas retas, ou seja, altura máxima 
igual a 2h . Ademais, ao longo dos desenvolvimentos deste trabalho, cinco períodos 
completos de uma senóide serão usados na construção da geometria das paredes 
superior e inferior, sendo essas simétricas entre si. Dessa forma, a função que representa 
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  (4.36) 
em que x  é a coordenada horizontal adimensional *x x h ,   é a amplitude 
adimensional da corrugação senoidal, cf  é a frequência da corrugação senoidal, 1x  é a 
coordenada horizontal adimensional que marca o início da zona corrugada e 2x  é a 
coordenada horizontal adimensional que marca o fim da zona corrugada. Por simetria, a 
função que gera a interface entre a parede inferior da Figura 4-6 e o fluido é dada por: 
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  (4.37) 
 
Os parâmetros introduzidos nas Eqs. (4.36) e (4.37) são mantidos constantes em 
todos os casos analisados neste trabalho, com excessão da amplitude da corrugação. 
Seja ox  a razão entre o comprimento do canal e metade da altura deste (
*L h ), a Tabela 
4-5 resume os valores empregados para cada uma das variáveis pertinentes de acordo 
com o estabelecido previamente a partir da Figura 4-6. 
 
Tabela 4-5. Parâmetros para a construção das interfaces entre as paredes corrugadas e o 
fluido. 
Variável Valor 
cf  1 
1x  1,5 
2x  6,5 
ox  8 
 
As equações da continuidade e de Navier-Stokes para um escoamento 
incompressível com propriedades constantes em regime permanente são adequadas para 
modelar a situação física em questão. Adicionalmente, no âmbito de micro-RFBs, é 




baixo número de Reynolds tipicamente associado a elas. O modelo diferencial parcial 
adequado, em sua forma vetorial, é apresentado abaixo: 
 
 0 u   (4.38.a) 




    u u u   (4.38.b) 
em que u  é o vetor velocidade adimensional,   é o operador nabla adimensional, p  é 
o campo de pressão adimensional e Re  é o número de Reynolds. 
As quantidades adimensionais são obtidas a partir de seus equivalentes 
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u   (4.39.a-d) 
sendo *u  o vetor velocidade, 0u  a componente longitudinal da velocidade na entrada, 
*  o operador nabla, 0  a massa específica do fluido, 
*p  o campo de pressão e 0  a 
viscosidade dinâmica do fluido. 
Para completar o processo de modelagem, as condições de contorno adequadas 
devem ser determinadas. Na entrada, um perfil de velocidades completamente 
desenvolvido é imposto, supondo que o comprimento necessário para o 
desenvolvimento hidrodinâmico é muito pequeno com os baixos números de Reynolds 
envolvidos. Nas paredes, condições de não-deslizamento e não-penetrabilidade são 
impostas. Para a saída, opta-se pela imposição de invariância longitudinal da vorticidade 
e componente transversal do vetor velocidade nula, conforme proposto anteriormente na 
literatura (QUARTAPELLE & NAPOLITANO, 1984; PEREZ-GUERRERO et al., 
2000; SILVA et al., 2011). Tais condições de contorno podem ser traduzidas 
matematicamente como segue: 
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em que fu  é a componente longitudinal da solução filtro (ver seção 4.2.1.2), u  é a 
componente longitudinal do vetor velocidade adimensional e v  é a componente 
transversal do vetor velocidade adimensional. 
 
4.2.1.2. Solução filtro 
 
Conforme já fora descrito na seção 4.1.1.2, há grande benefício em termos de 
convergência com o emprego de filtros que extraem analiticamente informações físicas 
conhecidas a priori do modelo diferencial parcial sendo resolvido por transformação 
integral (COTTA, 1993; 1998; COTTA & MIKHAILOV, 1997; COTTA et al., 2016). 
Para a análise do escoamento em um canal bidimensional corrugado, uma simplificação 
para um campo de velocidades quasi-desenvolvido é proposta como filtro. Em outras 
palavras, os efeitos inerciais e de difusão de quantidade de movimento na direção 
longitudinal são negligenciados, dando origem a um problema de Poiseuille 
(POISEUILLE, 1844; WHITE, 2006) para cada seção transversal do canal. Esta 
estratégia já foi empregada com sucesso em outras aplicações semelhantes da GITT 
(PEREZ-GUERRERO et al., 2000; SILVA et al., 2011). O modelo matemático obtido a 
partir da Eq. (4.38.b) com as simplificações mencionadas, bem como com a condição de 













  (4.41.a) 
com condições de contorno dadas por, 
      1 2, 0; , 0f fu x y x u x y x    (4.41.b,c) 









u y dy    (4.41.d) 
em que sp  é o campo de pressão adimensional para o escoamento quasi-desenvolvido. 
Resolvendo a Eq. (4.41.a) e empregando a condição de conservação da massa 
que passa pela entrada do canal para a determinação do gradiente de pressão, temos que: 
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sendo que a identidade    1 2y x y x   foi usada para uma maior simplicidade da 
expressão. 
É importante notar que, para que seja possível conservar massa e cumprir com a 
Eq. (4.38.a), a componente transversal do vetor velocidade deve ser não nula. Uma 
expressão para esta componente pode ser facilmente obtida por integração, ao impor a 
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O vetor velocidade é, então, decomposto em duas partes, sendo uma 
correspondente à solução filtro obtida e outra que efetivamente será encontrada pelo 
método de transformação integral. Matematicamente, 
 
      ˆ, , ,x y x y x y fu u u   (4.44.a) 
sendo, 
      , , , 0
T
f fx y u x y v x y   fu   (4.44.b) 
 
Finalmente, ao substituir a Eq. (4.44.a) nas Eqs. (4.38.a) e (4.38.b), e lembrando 
que a solução filtro cumpre a equação da continuidade, temos as equações de Navier-
Stokes filtradas a seguir: 
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4.2.1.3. Problema de autovalor 
 
Adotando a mesma estratégia utilizada na seção 4.1.1.3 para um canal 
parcialmente ocupado por meios porosos, o vetor velocidade é aqui decomposto em um 
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Note que, diferente do que é mostrado na Eq. (4.10), o vetor i  varia com as 
duas variáveis independentes. Esta dependência está de acordo com a estratégia de 
aplicar a transformação integral em apenas uma das direções – no caso na direção 
vertical y  –, o que obriga que a autofunção vetorial varie entre cada seção transversal 
de modo a cumprir as condições de contorno apropriadas (PEREZ-GUERRERO et al., 
2000; SPHAIER & COTTA, 2000). 
Para problemas bidimensionais, mais uma vez a autofunção vetorial i  tem 
apenas a componente na direção z não nula. Portanto, de maneira semelhante à Eq. 
(4.13), 
 
    , 0 0 ,
T
i ix y x y      (4.47) 
 
Um problema de autovalor apropriado para a solução das equações de Navier-
Stokes em geometrias irregulares já foi reportado na literatura (PEREZ-GUERRERO et 
al., 2000; SILVA et al., 2011) e este é reproduzido abaixo: 
 











  (4.48.a) 
























































  (4.48.b-g) 
 
A autofunção vetorial com a solução da Eq. (4.48.a) exibe a seguinte 













x y x y dy       (4.49) 
 
Empregando uma mudança de variável tal que  2y y x   e a identidade 
   1 2y x y x  , temos que: 
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  (4.50.b-e) 
 
As Eqs. (4.50.a-e) admitem duas soluções analíticas: uma função par e outra 
ímpar. Na presente situação física, em virtude da simetria do campo de velocidades, 
apenas a função ímpar é relevante para a solução das equações de Navier-Stokes. Seja 















    (4.51) 
sendo que os autovalores são obtidos numericamente a partir da seguinte equação 
transcendental, 
 
    ˆ ˆtan tanhi i    (4.52) 
 
Finalmente, substituindo as definições para   e ˆi  introduzidas anteriormente, e 
normalizando a autofunção, temos que a autofunção normalizada a ser usada como base 
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  (4.53) 
 
4.2.1.4. Problema transformado 
 
A definição do vetor velocidade como na Eq. (4.46) e o fato de a solução filtro 
expressa pela Eq. (4.44.b) ser solenoidal fazem com que a equação da continuidade seja 
automaticamente satisfeita. Portanto, o processo de transformação integral é focado na 
solução das equações de Navier-Stokes em sua forma filtrada, como mostrado na Eq. 
(4.45.b). Seja dV  um volume infinitesimal que compreende toda a seção transversal do 
canal da Figura 4-6 e tem um comprimento infinitesimal dx . Seguindo um 
procedimento semelhante ao empregado na seção 4.1.1.4, o operador   __i
dV
d    
na Eq. (4.45.b) e a identidade vetorial da Eq. (4.21) são aplicados, resultando, após a 
substituição das equações de Navier-Stokes para eliminar a integral de superfície, em, 
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Note que, novamente, o rotacional elimina qualquer termo relacionado ao campo 
de pressão, dispensando que se proponha uma expansão em autofunções para ele e 
simplificando enormemente o processo de solução das equações de Navier-Stokes. 
Procedendo com o processo de transformação integral iniciado com a Eq. (4.54), 
expandindo-a para um sistema de coordenadas Cartesiano tal qual o mostrado na Figura 
4-6, substituindo as Eqs. (4.46) e (4.47) e usando a solução filtro proposta na Eq. 
(4.44.b), temos que: 
 
- Para os termos inerciais: 
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  (4.55.b-h) 
 
- Para os termos inerciais envolvendo a solução filtro: 
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  (4.56.b-e) 
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- Para o termo difusivo: 
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- Para o termo difusivo envolvendo o filtro: 
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Somando as expressões obtidas de acordo com a Eq. (4.54) e rearranjando, 
temos um sistema infinito de equações diferenciais ordinárias de quarta ordem 
acopladas que é utilizado para a solução das equações de Navier-Stokes em um canal 
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  (4.60) 
 
Um procedimento um tanto diferente é seguido para a transformação integral das 
condições de contorno das Eqs. (4.40.a-d). Seja a  o vetor gerado no interior do 
rotacional na Eq. (4.46), assumindo a linearidade desse operador em relação ao 
somatório infinito que o contorna. A substituição da Eq. (4.44.a) nas condições de 
contorno das Eqs. (4.40.a-d) e a constatação de que a solução filtro é invariante com a 








































  (4.61.a-d) 
sendo za  a componente do vetor a  na direção z . 
Integrando a Eq. (4.61.a) na direção y , assumindo valor nulo para za  na parede 
inferior do canal (  1y y x ), e, por fim, substituindo a expansão em autofunções 
vetoriais da Eq. (4.46), temos que: 
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em que a invariância da autofunção vetorial i  nas vizinhanças da entrada e da saída do 
canal foi empregada. 









dy   e lançando mão da 
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  (4.63.a-d) 
 
4.2.1.5. Procedimento de solução 
 
Na prática, é impossível resolver o sistema infinito de equações diferenciais 
ordinárias acopladas da Eq. (4.60), sendo necessário o truncamento do mesmo em uma 
ordem N. Tal ordem de truncamento está intimamente ligada à quantidade de termos 
efetivamente utilizados na expansão em autofunções vetoriais expressa pela Eq. (4.46). 
Ademais, a ordem de truncamento N é o único parâmetro a ser controlado para a 
avaliação da convergência da proposta de expansão em autofunções vetoriais. 
Expressões analíticas para as integrais das Eqs. (4.55.b-h), (4.56.b-e), (4.57.b), 
(4.58.b-e) e (4.59.b) são obtidas com o auxílio de rotinas de computação simbólica 
disponíveis no software Wolfram Mathematica v. 10.4 (WOLFRAM, 2016). Todos 
estes coeficientes integrais dependem explicitamente da coordenada na direção 
horizontal, em virtude da variação da altura da seção transversal com a mesma.  
A dependência dos coeficientes integrais das funções que dão origem às paredes 
superior e inferior do canal de placas corrugadas gera um possível problema numérico 
com o emprego direto das funções propostas para as paredes superior e inferior das Eqs. 
(4.36) e (4.37). Tais funções são classe C
1
, ou seja, somente elas próprias e suas 
derivadas de ordem 1 são contínuas. Entretanto, derivadas de ordem superior a 1 são 
observadas nas expressões para os coeficientes integrais do problema transformado. 
Portanto, utilizar diretamente as funções propostas para o contorno das paredes do canal 
da Figura 4-6 impede que a conservação da quantidade de movimento linear se 
concretize na vizinhança dos pontos 1x  e 2x . Tal problema foi identificado em soluções 




comportamentos qualitativamente contraditórios com a física do problema observados 
nos resultados apresentados nestes trabalhos (WANG & CHEN, 2002; SILVA et al., 
2011). Para superar essa adversidade, uma modificação simples com o intuito de tornar 













  (4.64.a) 
temos que, 
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Para determinar o valor ideal de b  na Eq. (4.64.a) de maneira a reproduzir a 
geometria gerada pelas Eqs. (4.36) e (4.37), o gráfico da Figura 4-7 é usado. Nesta 
figura, a geometria mais crítica com uma amplitude adimensional igual a 0,3 é mostrada 
para três valores diferentes de b . Fica claro que a partir de 50b   pouca variação entre 
a geometria contínua e a exata pode ser observada. Portanto, este valor é utilizado para a 
simulação das equações de Navier-Stokes em um canal de paredes corrugadas. 
 
 
Figura 4-7. Convergência da geometria com transição contínua entre a parte reta e a 




A solução numérica do problema transformado das Eqs. (4.60) e (4.63.a-d) é 
obtida com o uso de um método de colocação com a aproximação de Simpson e uma 
tolerância para o resíduo de 10
-3
 (SHAMPINE et al., 2006). Tal método foi programado 
diretamente no Wolfram Mathematica v. 10.4 (WOLFRAM, 2016), software escolhido 
em virtude de sua facilidade em lidar com métodos híbridos numérico-analíticos, para 
evitar transições de plataforma entre etapas do procedimento de solução. De posse da 
solução do problema transformado, as Eqs. (4.44.a) e (4.46) são utilizadas para 
recuperar o vetor velocidades e completar o procedimento de transformação integral das 




Além do vetor velocidade, outra grandeza de interesse para a análise do 
escoamento em um canal de placas corrugadas é o coeficiente de atrito. A definição 
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  (4.65) 




A análise do escoamento em um canal de placas corrugadas será feita variando 
tanto a amplitude adimensional da região senoidal, quanto o número de Reynolds. A 
amplitude adimensional assumirá os três seguintes valores: 0,1; 0,2; 0,3  . Para cada 
um desses valores da amplitude adimensional, as equações de Navier-Stokes são 
resolvidas por transformação integral para três diferentes números de Reynolds, sendo 
eles: 0,5; 1; 5Re  . Esses números de Reynolds são condizentes com a intenção de 
utilizar os resultados na análise de baterias de fluxo microfluídicas, nas quais as 
dimensões diminutas impõem baixos números de Reynolds. Todos os demais 
parâmetros são fixos ao longo de todos os casos (ver Tabela 4-5). Em um esforço de co-
validação, resultados para os mesmos parâmetros aqui empregados são obtidos com o 




4.2.2. Resultados e Discussão 
 
4.2.2.1. Análise de convergência 
 
Antes de proceder com a análise dos resultados obtidos para o escoamento em 
um canal de placas corrugadas, é preciso se certificar de que os resultados estão 
satisfatoriamente convergidos. Para tanto, tabelas de convergência mostrando a variação 
do vetor velocidade em certos pontos selecionados no interior do canal com a ordem de 
truncamento N são utilizadas. A Tabela 4-6 mostra como as componentes do vetor 
velocidade se comportam para a situação mais crítica ( 5Re  ) dentre as analisadas, 
contemplando os três valores de amplitude adimensional empregados. Convergência 
satisfatória até a terceira casa decimal é obtida para ordens de truncamento menores que 
12. Portanto, N = 12 será utilizado nos resultados subsequentes desta seção. 
 
Tabela 4-6. Convergência das componentes do vetor velocidade para quatro posições 
selecionadas ao longo da linha y = 0,5 e número de Reynolds igual a 5. (a) α = 0,1; (b) α = 
0,2; (c) α = 0,3. 
(a) 
1,75x   2x   6x   6, 25x   
u  v  u  v  u  v  u  v  
N = 2 1,149 -0,049 1,171 -0,014 1,170 0,006 1,147 0,044 
N = 4 1,150 -0,056 1,164 -0,014 1,162 0,006 1,149 0,051 
N = 6 1,149 -0,055 1,167 -0,014 1,165 0,006 1,148 0,050 
N = 8 1,149 -0,055 1,165 -0,014 1,164 0,006 1,148 0,050 
N = 10 1,149 -0,055 1,166 -0,014 1,164 0,006 1,148 0,050 
N = 12 1,149 -0,055 1,166 -0,014 1,164 0,006 1,148 0,050 
(b) 
1,75x   2x   6x   6, 25x   
u  v  u  v  u  v  u  v  
N = 2 1,159 -0,130 1,226 -0,029 1,222 0,012 1,151 0,118 
N = 4 1,171 -0,139 1,196 -0,028 1,192 0,012 1,164 0,126 
N = 6 1,166 -0,138 1,205 -0,028 1,201 0,012 1,160 0,126 
N = 8 1,168 -0,139 1,204 -0,028 1,199 0,012 1,161 0,126 
N = 10 1,167 -0,139 1,203 -0,028 1,198 0,012 1,161 0,126 





1,75x   2x   6x   6, 25x   
u  v  u  v  u  v  u  v  
N = 2 1,121 -0,243 1,236 -0,031 1,229 0,014 1,104 0,220 
N = 4 1,151 -0,252 1,197 -0,034 1,190 0,014 1,134 0,229 
N = 6 1,147 -0,250 1,190 -0,033 1,183 0,014 1,131 0,227 
N = 8 1,147 -0,251 1,197 -0,033 1,190 0,014 1,131 0,228 
N = 10 1,147 -0,251 1,197 -0,033 1,190 0,014 1,131 0,227 
N = 12 1,147 -0,251 1,195 -0,033 1,188 0,014 1,131 0,227 
 
4.2.2.2. Resultados para o campo vetorial de velocidades e o coeficiente de atrito 
 
A Figura 4-8 mostra as linhas de corrente obtidas para as três amplitudes 
adimensionais analisadas quando o número de Reynolds é igual a 5. A partir destes 
gráficos, é possível verificar que as linhas de corrente são qualitativamente similares ao 
se comparar quaisquer duas das três amplitudes contempladas. O único efeito aparente 
da corrugação é a constrição e expansão periódica do escoamento, sendo que as linhas 
de corrente apresentam uma oscilação em fase com aquela das paredes. A amplitude 
dessas linhas de corrente se dissipa à medida que se aproxima da linha central do canal, 
o que era esperado pela simetria do problema. 
Nas zonas de constrição das linhas de corrente da Figura 4-8, à medida que a 
amplitude adimensional aumenta, as linhas de corrente se tornam mais próximas. Este 
comportamento indica um aumento da magnitude da componente longitudinal de 
velocidade, o que condiz com o princípio de conservação da massa para um escoamento 
incompressível em regime permanente. Ademais, as inclinações maiores das linhas de 
corrente em relação a horizontal induzidas pela maior amplitude da corrugação estão 
relacionadas a um aumento da magnitude da componente transversal do vetor 
velocidade nas regiões antes e após cada constrição. 
Na Figura 4-9 são apresentados os perfis da componente longitudinal do vetor 
velocidade ao longo da direção transversal ( y ) nas coordenadas horizontais ilustradas 
na Figura 4-8 por linhas roxas verticais. Resultados obtidos tanto com o método de 
transformação integral desenvolvido ao longo desta seção, quanto com o método os 
elementos finitos obtidos com o software comercial COMSOL Multiphysics 




situações contempladas, a concordância entre os resultados obtidos com elementos 
finitos e aqueles provenientes da transformação integral é perfeita na escala gráfica 
mostrada. Este fato contribui para o esforço de co-validação das metodologias 
empregadas. 
Os perfis da componente longitudinal do vetor velocidade mostrados na Figura 
4-9a,d são bastante semelhantes entre si. O mesmo acontece entre a Figura 4-9b e a 
Figura 4-9c. Tendo em vista o posicionamento das seções transversais correspondentes 
em etapas semelhantes no que tange a constrição e a expansão do escoamento, este 
comportamento é um reflexo da aparente simetria das linhas de corrente em relação a 
uma linha vetical que passa pela coordenada 4x   na Figura 4-8. 
 
 
Figura 4-8. Linhas de corrente para canais de placas corrugadas para um número de 
Reynolds igual a 5. Três amplitudes adimensionais diferentes são representadas, sendo elas: (a) 
α = 0,1; (b) α = 0,2; (c) α = 0,3. Curvas verdes representam as paredes do canal de placas 





Figura 4-9. Comparação dos perfis da componente longitudinal do vetor velocidade na 
direção y para o escoamento entre placas corrugadas com três amplitudes adimensionais 
distintas e um número de Reynolds igual a 5. Quatro posições longitudinais são selecionadas, 
sendo elas: (a) x = 1,75; (b) x = 2; (c) x = 6; (d) x = 6,25. Valores obtidos com o procedimento 
de transformação integral são apresentados com linhas sólidas, enquanto os símbolos 
representam valores obtidos com o COMSOL. 
 
Ainda da Figura 4-9, os efeitos do aumento da amplitude adimensional da 
corrugação do canal podem ser analisados. Para α = 0,1, o desvio em relação ao perfil 
parabólico típico de um escoamento completamente desenvolvido ainda é pequeno, 
tanto do ponto de vista qualitativo quanto do quantitativo, com velocidades na linha 
central próximas do 1,5 do escoamento de Poiseuille em um canal de placas paralelas. 
Para as amplitudes maiores, a Figura 4-9a,d mostra que, ao ser confrontado com uma 
contração provocada pela corrugação (ver linhas verticais roxas na Figura 4-8), os 
gradientes de velocidade próximos a parede diminuem em comparação com o esperado 




influência de um gradiente adverso de pressão, que, caso seja forte o suficiente, pode 
induzir a separação da camada limite. No entanto, a partir do início da expansão, a 
Figura 4-9b,c mostra uma recomposição do gradiente da componente longitudinal do 
vetor velocidade próximo à parede, o que indica a retomada de um gradiente favorável 
de pressão em algum ponto intermediário entre os analisados. 
A Figura 4-10a-c mostra a variação da componente longitudinal do vetor 
velocidade ao longo da linha central do canal de placas corrugadas ( 0y  ) para três 
diferentes números de Reynolds. Novamente, na comparação entre os resultados obtidos 
com a análise de elementos finitos e aqueles advindos da metodologia de transformação 
integral, uma concordância perfeita, na escala gráfica, pode ser observada. O número de 
Reynolds tem pouca influência sobre os resultados obtidos para a componente 
longitudinal do vetor velocidade adimensional ao longo da linha central, o que indica a 
possibilidade de extensão das observações anteriores para os números de Reynolds 
diferentes de 5. Ademais, as linhas verticais na cor roxa em 2x   e 6x   mostram que 
os picos de velocidade são ligeiramente defasados em relação à seção mais estreita do 
canal. A velocidade também demora a diminuir durante cada expansão, mantendo o 
patamar da componente longitudinal do vetor velocidade alto ao longo de todo canal. 
Como esperado, o aumento da amplitude adimensional torna os valores da velocidade 
maiores ao longo da zona corrugada. A quasi-simetria em relação à seção transversal 
4x   também está presente, o que está de acordo com observações feitas anteriormente. 
Na Figura 4-10d-f é mostrada a variação do produto do coeficiente de atrito pelo 
número de Reynolds com a coordenada longitudinal para três números de Reynolds 
diferentes. Bem como fora observado no caso da componente longitudinal do vetor 
velocidade ao longo da linha central do canal, pouca diferença se faz presente entre os 
resultados para diferentes números de Reynolds. Dessa forma, é possível inferir que o 
coeficiente de atrito, para a situação aqui estudada, é inversamente proporcional ao 
número de Reynolds. Ao longo do estreitamento do canal e do gradiente adverso de 
pressão associado, o fator de atrito cai, até que subitamente cresce até seu valor máximo 
nas seções transversais mais estreitas. O efeito do aumento da amplitude adimensional é 
o de exacerbar estas variações no fator de atrito. De fato, o fator de atrito se aproxima 
de zero para uma amplitude adimensional igual a 0,3. Este fato implica que um aumento 
ainda maior da amplitude pode induzir a separação da camada limite após o 
estreitamento do canal, e gerar vórtices em cada uma das seções transversais mais 





Figura 4-10. Variação da componente longitudinal do vetor velocidade na linha central do 
canal (y = 0) e do coeficiente de atrito com a direção horizontal x para três amplitudes 
adimensionais e números de Reynolds diferentes. Componente longitudinal do vetor 
velocidade na linha central do canal: (a) Re = 0,5; (b) Re = 1; (c) Re = 5. Coeficiente de atrito: 
(d) Re = 0,5; (e) Re = 1; (f) Re = 5. Linhas verticais roxas indicam as seções que serão 
analisadas mais a fundo, sendo posicionadas em x = 1,75; 2; 6; 6,25. Valores obtidos com o 
procedimento de transformação integral são apresentados com linhas sólidas, enquanto os 




Capítulo 5 - Bateria de Fluxo sem Membrana 
 
Neste capítulo a opção de utilizar a limitação difusiva da mistura de duas 
soluções contendo espécies eletroquímicas diferentes escoando laminarmente lado a 
lado para prescindir de uma membrana seletiva de íons em baterias de fluxo redox de 
pequena escala é explorada. Três geometrias em configuração flow-by, tanto com 
eletrodos sólidos quanto com eletrodos porosos, são analisadas do ponto de vista do 
transporte de massa. 
 
5.1. Transporte de Massa em micro-RFBs com Eletrodos Sólidos em Configuração 
Flow-by 
 
Esta seção se dedicará a análise do transporte de massa na configuração mais 
simples possível para RFBs microfluídicas sem membrana. Trata-se de eletrodos sólidos 
dispostos paralelamente em configuração conhecida como flow-by. Por sua 
simplicidade, relações analíticas podem ser derivadas para exprimir o transporte de 
espécies eletroquímicas. Esta possibilidade oferece grande quantidade de informações 
físicas sobre o papel de cada uma das variáveis de projeto que não poderiam ser obtidas 
de outra maneira, seja experimental ou teórica. 
 
5.1.1. Modelagem do escoamento e do transporte de espécies 
 
A Figura 5-1 ilustra a situação física que se deseja estudar. Nela, um escoamento 
completamente desenvolvido atinge uma seção na qual uma fina camada de 
catalisadores fixada nas paredes dá início às reações eletroquímicas, o que é 
devidamente indicado na ilustração. As setas na cor vermelha e azul indicam as zonas 
em que a solução com uma determinada espécie eletroquímica e outra solução aquosa 
com esta mesma espécie ausente são injetadas, respectivamente. Um sistema de 
coordenadas Cartesiano é convenientemente posicionado para facilitar o entendimento 
do modelo a ser explicitado mais adiante. A cor vermelha representa a região na qual há 
presença significativa do eletrólito sob análise, enquanto a azul indica a ausência do 




mistura, ou seja, aquela afetada pela difusão molecular do eletrólito, sendo importante 
na análise da ocorrência do fenômeno de mistura de potenciais. 
O escoamento é modelado pelas equações de Navier-Stokes para escoamentos 
laminares em regime permanente, como segue: 
 
 0 u   (5.1.a) 




    u u u   (5.1.b) 
em que u  é o vetor velocidade adimensional,   é o operador nabla adimensional, p  é 
o campo de pressão adimensional, e Re  é o número de Reynolds. 
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u   (5.2.a-d) 
sendo *u  o vetor velocidade, 0u  a componente longitudinal da velocidade na entrada, 
*  o operador nabla, *p  o campo de pressão, h  a metade da distância entre os 
eletrodos (ver Figura 5-1), 0  a massa específica do fluido, e 0  a viscosidade 
dinâmica do fluido. 
 
 
Figura 5-1. Representação esquemática do escoamento e do problema de transporte de 
massa em uma bateria de fluxo redox de eletrodos sólidos em configuração flow-by. Zona 
de mistura indicada por linhas pontilhadas na cor branca. 
 
Assumindo escoamento completamente desenvolvido, usando as coordenadas 
Cartesianas definidas na Figura 5-1 e empregando condições de não-deslizamento nas 












    (5.3.a) 
    1 1 0u u     (5.3.b,c) 
  , 0v x y    (5.3.d) 
em que x  é a coordenada espacial na direção horizontal (Figura 5-1), y  é a coordenada 
espacial na direção vertical (Figura 5-1), u  é a componente horizontal (direção x ) e v  é 
a componente vertical (direção y ) do vetor velocidade u . 
A solução das Eqs. (5.3.a-c) em conjunto com o princípio de conservação da 
massa leva a um perfil de velocidades parabólico, condizente com o escoamento de 
Hagen-Poiseuille para canais de placas paralelas (POISEUILLE, 1844; AGRAWAL, 
1960; WHITE, 2006), como mostrado abaixo: 
 




u y y    (5.4) 
 
Avançando, com a mesma situação física ilustrada na Figura 5-1, para a análise 
do transporte de massa por convecção-difusão de uma espécie diluída com reações 
químicas restritas a uma fina camada catalítica adjacente às paredes, o modelo 






  u   (5.5) 
em que c  é a concentração molar adimensional e Pe  é o número de Péclet. 
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u
u   (5.6.a-d) 
sendo 0c  a concentração molar uniforme de eletrólito imposta na região indicada por 
setas vermelhas na Figura 5-1, *c  a concentração molar dimensional, 0D  a difusividade 




Assumindo escoamento hidrodinamicamente desenvolvido e utilizando o 
sistema de coordenadas Cartesiano definido na Figura 5-1, a Eq. (5.5) se reduz à 







x Pe x y
   
  
   
  (5.7) 
 
Para terminar o processo de modelagem, é necessário estabelecer condições de 
contorno apropriadas para a situação física até aqui descrita. Com o fim último de 
analisar a bateria de fluxo redox quanto à eficácia do transporte de massa, a condição de 
densidade de corrente limite é selecionada. Tal condição se manifesta, conforme já fora 
discutido, quando a escala de tempo das reações eletroquímicas é muito menor do que o 
tempo necessário para fornecimento de espécies para a camada catalítica ilustrada na 
Figura 5-1. Dessa forma, e com o intuito de analisar apenas a meia-célula mais crítica 
do ponto de vista do transporte de massa, é atribuída concentração molar nula na 
camada catalítica da parede superior da Figura 5-1. Na camada catalítica oposta, é 
assumido que nenhuma reação eletroquímica ocorre e uma condição de fluxo difusivo 
nulo é ali imposta. Na entrada, as setas em vermelho indicam o fornecimento de uma 
solução de eletrólitos com concentração molar adimensional unitária e uniforme, 
enquanto as setas azuis uma concentração molar adimensional nula. 
Por fim, sabendo que os números de Schmidt de espécies eletroquímicas tendem 
a ser bem maiores que 100 (KRISHNAMURTHY et al., 2011; BRAFF et al., 2013a; 
2013b), é razoável pensar que números de Péclet maiores do que 100 sejam alcançados, 
mesmo para dispositivos microfluídicos como os que estão em questão. Dessa forma, a 
difusão axial perde importância (SINGH, 1958; AGRAWAL, 1960), dando origem a 
um problema de Graetz clássico, que, em conjunto com as condições de contorno 












































  (5.8.e) 
 
5.1.2. Método da similaridade e solução de Lévêque 
 
O modelo diferencial parcial da Eq. (5.8.a-d) se enquadra entre os problemas de 
Classe I de acordo com MIKHAILOV & OZISIK (1994). Portanto, uma solução 
analítica usando uma expansão em autofunções hipergeométricas confluentes de 
Kummer é possível (MIKHAILOV & COTTA, 2005). Contudo, existe a possibilidade 
de simplificar ainda mais o modelo diferencial parcial para o transporte de massa aqui 
sendo analisado e, consequentemente, facilitar sua solução. No contexto de 
transferência de calor por convecção forçada, números de Prandtl altos implicam que 
toda a variação relevante no campo de temperaturas está confinada a uma região 
próxima a parede, na qual a componente longitudinal de velocidade varia linearmente 
com a distância da parede (LÉVÊQUE, 1928; SCHLICHTING, 1979). Fazendo a 
analogia entre os números de Schmidt e de Prandtl, é possível desenvolver uma análise 
assintótica semelhante para a região imediatamente abaixo da camada catalítica superior 
indicada na Figura 5-1. 
Seja 1y y   , na região imediatamente abaixo da camada catalítica em 1y  , 
a componente longitudinal da velocidade é dada por: 
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       
    
 
  (5.9) 
 
Dessa forma, o modelo diferencial parcial para o transporte de massa, válido na 
região imediatamente abaixo da camada catalítica superior da Figura 5-1, se torna, 
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A Eq. (5.10.a-d) admite uma solução por similaridade em termos da seguinte 









   (5.11) 
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  (5.12.a-c) 
 
A Eq. (5.12.a-c) admite solução em termos das funções Gamma e Gamma 
incompleta, que são definidas, nessa ordem, abaixo (ABRAMOWITZ & STEGUN, 
1965): 
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z tz t e dt
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      (5.13.a) 
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z
a z t e dt
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      (5.13.b) 
 




















  (5.14) 
 
Lançando mão da condição de contorno nula na camada catalítica, compatível 
com a limitação pelo transporte de massa em RFBs, é possível afirmar que a densidade 
de corrente obtida a partir da concentração obtida na Eq. (5.14) é a densidade de 
corrente limite. Notando que a densidade de corrente limite local é diretamente 
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  (5.15) 
em que n  é o número de elétrons envolvidos nas reações eletroquímicas, F  é a 
constante de Faraday (96485 C/mol), e *lim,xi  é a densidade de corrente limite local. 
Fazendo uso da mudança de variável definida na Eq. (5.11) e do resultado obtido 
na Eq. (5.14), a densidade de corrente limite local é dada por: 
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  (5.16) 
 










   (5.17) 
sendo lim,xi  a densidade de corrente limite local adimensional, temos que: 
 
 
1 1 1 1 1




lim,xi Pe x Pe x

  
   
 
  (5.18) 
 
Tomando a média da Eq. (5.18), chega-se, finalmente, à expressão para a 
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      
   
   (5.19) 
em que ox  é a razão entre o comprimento do canal 
*L  e h  (ver Figura 5-1) e limi  é a 
densidade de corrente limite média adimensional. 
Outra grandeza de interesse é aquela que mede a conversão de reagentes a cada 
passagem pela bateria de fluxo redox. De particular importância para aplicações que 




alta conversão de reagentes permite um elevado aproveitamento da energia contida nas 
soluções de espécies eletroquímicas (WEBER et al., 2011). Tal métrica é definida como 
a razão entre a carga total consumida na camada catalítica e a carga total disponível na 
entrada do canal. Matematicamente, 
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  (5.20) 
sendo RU  a conversão do reagente a cada passagem pela bateria de fluxo. 
Empregando as expressões para os perfis de velocidade e de concentração molar 





3 34 2,935o lim o
x
RU i Pe x
Pe

    (5.21) 
 
O principal fator limitante em baterias de fluxo redox sem membrana é a 
extensão da zona afetada pela difusão de eletrólitos em direção à camada catalítica do 
lado oposto àquele em que foram injetados. Este fenômeno pode gerar o problema de 
mistura de potenciais e diminuir severamente o desempenho destes dispositivos. Para 
avaliar este problema, uma análise assintótica, tal qual a feita para a densidade de 
corrente limite, é possível. Na região próxima do centro do canal ( 0y  ), o perfil 
parabólico de escoamento da Eq. (5.4) pode ser aproximado como segue: 
 
    2
3 3
1 , quando 0
2 2
u y y y      (5.22) 
 
Para a região próxima à linha de centro do canal, o modelo diferencial parcial da 
Eq. (5.8.a-d) pode, então, ser simplificado, resultando em: 
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Desta vez, a mudança de variáveis proposta abaixo é a mais adequada para a 









   (5.24) 
 
Aplicando a Eq. (5.24) na Eq. (5.23.a-d), o modelo diferencial ordinário 
resultante é, 
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  (5.25.a-c) 
 
A solução do modelo diferencial ordinário da Eq. (5.25.a-c) em termos da 
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  (5.26) 
 
Adotando as isolinhas nas quais a concentração molar adimensional é igual a 
0,01 e 0,99 como critério para a delimitação da zona afetada pela difusão e usando a Eq. 




2 25,372m oPe x

    (5.27) 
em que m  é a razão entre a altura da zona de mistura ( mh  na Figura 5-1) e a altura total 




Os resultados para a densidade de corrente limite – Eq. (5.19) – e para a 
conversão de reagente – Eq. (5.21) – estão de acordo com observações feitas na 
literatura sobre as relações que estas quantias guardam com o número de Péclet e a 




2005; COHEN et al., 2005a). De fato, as escalas envolvidas na dependência da 
densidade de corrente limite e da conversão dos reagentes aqui obtidas são idênticas às 
de uma análise anterior (BRAFF et al., 2013b), bem como condizentes, no caso da 
densidade de corrente, com os resultados experimentais obtidos para RFBs com 
membrana (ver seção 3.3.2). Este último fato indica uma semelhança intrínseca do 
transporte de massa para as superfícies reativas entre os dois conceitos para baterias de 
fluxo, quando a difusão das espécies eletroquímicas é o modo dominante de transporte. 
Em relação à zona de mistura no centro do canal, a escala 1 2~ Pe  mostrada na 
Eq. (5.27) está de acordo com o que foi reportado por ISMAGILOV et al. (2000). Neste 
mesmo trabalho, uma escala com 1 3~ Pe  e um formato de ampulheta da zona afetada 
pela difusão foram observados experimentalmente no centro do canal quando efeitos 
tridimensionais são levados em consideração. Contudo, ao se considerar uma bateria de 
largura consideravelmente maior do que a altura do canal, como nos casos aqui em 
questão, estes efeitos concentrados nas bordas da direção paralela àquela da largura 
tendem a ser contidos. 
As expressões obtidas ao longo desta seção revelam o aspecto mais desfavorável 
do uso de escoamentos co-laminares em detrimento do uso de uma barreira física para a 
separação entre as duas soluções contendo espécies eletroquímicas diferentes. Os 
problemas intrínsecos que derivam desta escolha de projeto ficam mais claros ao se 
eliminar a razão ox Pe  das Eqs. (5.19) e (5.21), colocando a densidade de corrente 






    (5.28) 
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30,312 mRU     (5.29) 
 
As Eqs. (5.28) e (5.29) explicitam a dicotomia entre a densidade de corrente 
limite e a conversão de reagentes. Em outras palavras, estratégias para reduzir a zona 
afetada pela difusão no centro do canal afetam positivamente a densidade de corrente, 
enquanto tem um efeito negativo sobre a conversão dos reagentes. Ademais, a partir da 
Eq. (5.29) é possível inferir que há um limite máximo de 31,2% para a conversão de 




evitar o fenômeno de mistura de potenciais, a altura da zona afetada pela difusão deve 
necessariamente ser menor do que a altura total do canal. 
O fato de a densidade de corrente limite dimensional se relacionar com a sua 
contraparte adimensional com uma constante inversamente proporcional à altura do 
canal, como mostra a Eq. (5.17), torna a estratégia de redução da escala de RFBs capaz 
de compensar os problemas relacionados à inerente relação de perde e ganha entre a 
densidade de corrente e a conversão de reagentes. Dessa forma, ao mirar-se na máxima 
conversão de reagentes permitida pela necessária separação entre as soluções de 
eletrólitos, é possível elevar a densidade de corrente dimensional ainda que a corrente 
adimensional diminua. Adicionam-se ainda os ganhos em termos de diminuição da 
resistência ôhmica ao longo das soluções de espécies eletroquímicas e de cinética das 
reações mais favorável com o aumento da razão área-volume. 
 
5.2. Transporte de Massa em micro-RFBs com Eletrodos Porosos em Configuração 
Flow-by 
 
Esta seção será dedicada ao estudo de micro-RFBs com eletrodos porosos 
dispostos em configuração flow-by. O uso de eletrodos porosos tem por objetivo 
aumentar a razão área-volume, ampliando a superfície reativa exposta às espécies 
eletroquímicas e, portanto, aumentando as taxas de reação e densidade de corrente 
limite em comparação com o uso de eletrodos sólidos analisado na seção 5.1. 
 
5.2.1. Formulação e Metodologia de Solução 
 
5.2.1.1. Modelo de transporte de espécies 
 
A Figura 5-2 ilustra a situação física envolvendo o desenvolvimento do 
transporte de massa de uma espécie diluída ao longo de um canal de placas paralelas 
parcialmente ocupado por meio poroso. Um sistema de coordenadas Cartesiano é 
posicionado convenientemente na linha central do canal. A cor vermelha representa a 
zona com concentração significativa de um eletrólito, em contraste com a azul, na qual a 
presença do eletrólito se torna desprezível. A região delimitada pela linha pontilhada em 
branco se desenvolvendo a partir do sistema de coordenadas Cartesiano corresponde à 




espessura na saída do canal ( mh ) é de particular importância e é indicada na Figura 5-2. 
Na entrada, novamente a diferenciação de cores é aplicada nas setas na entrada para 
distinguir o escoamento rico em eletrólitos (em vermelho) daquele com concentração 
nula (em azul). A uniformidade das setas é condizente com a condição de entrada do 
vetor velocidade, já detalhada na seção 4.1.1.1. A presença de paredes impermeáveis e a 




Figura 5-2. Representação esquemática do problema de transporte de massa em uma 
micro-RFB com canal de placas paralelas parcialmente ocupado por meio poroso 
(LISBOA & COTTA, 2018b). Zona de mistura indicada por linhas pontilhadas na cor branca. 
 
O modelo escolhido para representar a situação física descrita no parágrafo 
anterior é o de convecção-difusão bidimensional de espécies diluídas com difusividades 
constantes. Um termo fonte é incluído para representar as reações eletroquímicas no 
interior do eletrodo poroso. Duas situações foram aqui consideradas. A primeira é que o 
escoamento está completamente desenvolvido, e apenas o desenvolvimento das 
camadas limite de concentração ocorre. Em um segundo momento, o desenvolvimento 
simultâneo é explorado com o campo vetorial de velocidades sendo determinado pela 
metodologia proposta na seção 4.1. Para evitar as complicações envolvidas na solução 
de modelos diferenciais parciais diferentes em cada domínio e acoplados por suas 
fronteiras comuns por condições de contorno de continuidade, a formulação em 
domínio único também é empregada aqui. Considerando a diferença entre a difusividade 
de uma espécie em um escoamento livre e aquela em um meio poroso (BRUGGEMAN, 




Em relação às condições de contorno, na entrada, um perfil de concentração 
dependente da coordenada transversal é imposto. Nas zonas indicadas como parede no 
topo e na parte inferior da Figura 5-2, condições de contorno de parede impermeável 
são aplicadas. Considerando a invariância do perfil de concentração quando este atinge 
o desenvolvimento completo em um canal, uma condição de contorno de gradiente 
longitudinal nulo é proposta em uma posição longitudinal tendendo ao infinito. 
O modelo descrito toma, então, a seguinte forma para o sistema de coordenadas 
Cartesiano da Figura 5-2: 
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  (5.30.a) 
com condição de entrada dada por: 
    0, inc y c y   (5.30.b) 



















  (5.30.c-e) 
em que u  é a componente longitudinal do vetor velocidade adimensional, v  é a 
componente transversal do vetor velocidade adimensional, c  é a concentração molar 
adimensional, D  é a difusividade adimensional, Pe  é o número de Péclet e S  é o 
termo fonte das reações eletroquímicas. 
As grandezas adimensionais podem ser obtidas a partir de suas respectivas 
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  (5.31.a-g) 
em que 0u  é a velocidade longitudinal uniforme imposta na entrada, 0c  é a concentração 




5-2, *c  é a concentração molar dimensional, 0D  é a difusividade do eletrólito no fluido 
livre, *D  é a difusividade dimensional e Sc  é o número de Schmidt (  0 0 0D  ). 
Seguindo a lógica da formulação em domínio único e aplicando o modelo de 
difusividade de Bruggeman (BRUGGEMAN, 1935), e também definindo o perfil de 
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  (5.32.a,b) 
sendo   a porosidade do meio poroso e pw  a razão entre a espessura do meio poroso     
( ph  na Figura 5-2) e a metade da altura do canal ( h  na Figura 5-2). 
Nesta seção o vetor velocidades será definido de duas maneiras diferentes. Para 
a primeira formulação, em condições de escoamento completamente desenvolvido, o 
vetor velocidade deve ser igual à expressão para fu  da Eq. (4.7.a), ficando, portanto, 
como segue: 
 
    , fu x y u y   (5.33.a) 
  , 0v x y    (5.33.b) 
em que  fu y  deve ser obtido através das Eqs. (4.6.a,b) e (4.7.b). 
Para o caso em desenvolvimento simultâneo, a expansão do rotacional da Eq. 
(4.10) de acordo com o sistema de coordenadas Cartesiano da Figura 5-2 é realizada, 
resultando em, 
 











    (5.34.a) 











    (5.34.b) 
 
O termo fonte é construído a partir da suposição de que o consumo de eletrólitos 




concentração na superfície reativa. Para analisar o desempenho somente em relação ao 
transporte de massa e dispensar a necessidade da introdução de complicados modelos 
para a cinética das reações de oxidação e redução, as condições de corrente limite são 
empregadas aqui. Em outras palavras, assume-se que a escala de tempo das reações 
eletroquímicas é muito menor do que a escala de tempo de transporte dos eletrólitos até 
as superfícies reativas, permitindo impor uma concentração nula às regiões ativas do 
eletrodo poroso (BRAFF et al., 2013a; BRAFF et al., 2013b). Portanto, o termo fonte 
pode ser escrito como (AL-FETLAWI et al., 2009; SHAH et al., 2008; 
KRISHNAMURTHY et al., 2011): 
 











   
 
    
  (5.35.b) 
onde a  é a área específica da superfície ativa do eletrodo poroso, mk  é o coeficiente de 
transporte de massa adimensional. 
Finalmente, o coeficiente de transporte de massa para as fibras ou poros dos 
eletrodos é determinado da mesma maneira como foi feito por AL-FETLAWI et al. 
(2009). Supondo que este transporte ocorre majoritariamente por difusão, desprezando 
os efeitos convectivos sobre as fibras ou poros do eletrodo poroso, o coeficiente de 









   (5.36) 
em que *mk  é o coeficiente de transporte de massa dimensional e fd  é o diâmetro da 






















   (5.38) 
sendo   a razão entre o diâmetro da fibra ou do poro do eletrodo fd  e a metade da 
altura do canal h . 
Uma última simplificação é possível ao constatar que o número de Péclet, para 
as condições a serem testadas nesta seção (ver seção 5.2.1.6), é bastante alto, 
principalmente pelo fato dos números de Schmidt envolvidos na aplicação de baterias 
de fluxo serem maiores do que 100. Este fato permite que a difusão na direção 
longitudinal seja desprezada (SINGH, 1958; AGRAWAL, 1960), eliminando a 
necessidade de impor uma condição de contorno do perfil de concentração à medida que 
a coordenada longitudinal tende ao infinito. Portanto, o modelo diferencial parcial 
pertinente se torna, 
 
      
4
,
c c c ah
u v D y y c x y
x y Pe y y


     
    
     
  (5.39.a) 
com condição de entrada dada por: 
    0, inc y c y   (5.39.b) 











  (5.39.c,d) 
 
5.2.1.2. Problema de autovalor 
 
Substituindo as componentes de velocidade do caso do escoamento 
completamente desenvolvido das Eqs. (5.33.a,b) na Eq. (5.39.a) e aplicando o 
procedimento do método de separação de variáveis, pode-se chegar ao seguinte 
problema de Sturm-Liouville (COTTA, 1993; COTTA & MIKHAILOV, 1997; 
COTTA, 1998; COTTA et al., 2016): 
 
        2 0i i f i
dd ah
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     
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  (5.40.a) 

































   
  (5.40.b-e) 
 
A solução do problema de autovalor acima carrega a seguinte propriedade de 
ortogonalidade: 
 
      
1
1
f i j iju y y y dy  

   (5.41) 
 
Com o advento da propriedade de ortogonalidade da Eq. (5.41), torna-se 
possível estabelecer um par transformada-inversa para a concentração, conforme 
mostrado abaixo: 
 
        
1
1
,i f ic x u y y c x y dy

    (5.42.a) 




c x y c x y


   (5.42.b) 
 
A impossibilidade da solução analítica das Eqs. (5.40.a-e) traz a necessidade de 
uma outra metodologia de solução para o problema de autovalor. De maneira similar ao 
que foi feito na seção 4.1.1.3, a GITT é utilizada na solução do problema de autovalor 
proposto aqui. Contudo, antes de dar prosseguimento com a transformação integral da 
Eq. (5.40.a), é preciso propor um problema de autovalor auxiliar mais simples, cuja 
solução servirá como base de expansão para a autofunção i . Tal problema de 
autovalor auxiliar, o mais simples possível dentro da classe de problemas de Sturm-











     (5.43.a) 

































   
  (5.43.b-e) 
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  
  (5.44) 
 
A autofunção da Eq. (5.44) conta com a seguinte propriedade de ortogonalidade: 
 
    
1
1
m n mny y dy  

   (5.45) 
 
Desta vez, a propriedade de ortogonalidade da Eq. (5.45) permite o 
estabelecimento do par transformada-inversa para a autofunção i , como a seguir: 
 




i m m iy y dy  

    (5.46.a) 
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   (5.46.b) 
 




  na Eq. (5.40.a), substituindo a fórmula 
inversa da Eq. (5.46.b) e usando integração por partes para evitar derivadas de funções 



















  (5.47.a-d) 
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  (5.47.e,f) 
 
Os valores numéricos para os coeficientes integrais das Eqs. (5.47.e,f) são 
calculados com fórmulas de recorrência obtidas com a ajuda de rotinas de computação 
simbólica disponíveis no software Mathematica v. 10.4 (WOLFRAM, 2016). Para obter 
a solução do problema de autovalor algébrico das Eqs. (5.47.a-f), é necessário truncá-lo 
até uma ordem finita M. Então, rotinas numéricas robustas também disponíveis no 
software Mathematica (WOLFRAM, 2016) são encarregadas de calcular os autovalores 
e autovetores correspondentes. Finalmente, os autovetores podem ser empregados na 
fórmula da inversa da Eq. (5.46.b), obtendo as autofunções i . 
 
5.2.1.3. Problema transformado 
 




 , rearranjando, aplicando integração 
por partes quando apropriada, usando a Eq. (5.40.a) e, por último, substituindo a 
fórmula da inversa da Eq. (5.42.b), tem-se que: 
 
- Para os termos convectivos: 
 


















    (5.48) 
 





























- Para os termos difusivo e reativo: 
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  (5.50) 
 
Igualando a soma do lado direito das Eqs. (5.48) e (5.49) com a expressão 
resultante da Eq. (5.50), o problema transformado abaixo é obtido: 
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   (5.51.a) 
com coeficientes integrais dados por, 
 
       
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d











  (5.51.b,c) 
 
A condição de entrada deve passar por um processo de transformação 
semelhante. Operando a Eq. (5.39.b) com    
1
1
__f iu y y dy
 , segue que: 
 




0i in i f i inc c u y y c y dy

     (5.52) 
 
Para a análise aqui sendo desenvolvida, duas situações de escoamento foram 
levadas em consideração. Na primeira, o escoamento é suposto completamente 
desenvolvido e as componentes da velocidade são dadas pelas Eqs. (5.33.a,b). 
Substituindo estas expressões nas Eqs. (5.51.b,c) e usando a propriedade da 














O problema transformado acima em conjunto com a condição inicial da Eq. 











  (5.54) 
 
No caso de desenvolvimento simultâneo, as componentes de velocidade são 
dadas pelas Eqs. (5.34.a,b). Substituindo-as nas Eqs. (5.51.b,c) e rearranjando, o 
problema transformado se torna, 
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   
 
   (5.55.a) 
com condição inicial dada por, 
   ,0i in ic c   (5.55.b) 
e coeficientes integrais dados por, 
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  (5.55.c,d) 
 
5.2.1.4. Concentração média e densidade de corrente limite 
 
Com o consumo dos eletrólitos nos eletrodos porosos, uma forma de determinar 
a quantidade de reagentes ainda disponíveis para as reações de oxidação e redução seria 
bastante conveniente. A concentração média pode assumir este papel, ao estabelecer a 
média ponderada pela componente longitudinal da velocidade para cada posição x , 
permitindo uma avaliação direta de que proporção dos eletrólitos fornecidos continua a 
avançar ao longo do canal. Matematicamente, 
 
  









u x y c x y dy
c x











Sabendo que, pelo princípio de conservação da massa, o seguinte é verdadeiro, 
 
    
1
1
, 2 1 pu x y dy w

    (5.57) 
 
















   (5.58) 
 
Em razão de sua dependência com a componente longitudinal da velocidade, a 
concentração média também está sujeita aos dois casos hidrodinâmicos a serem 
estudados nesta seção. A aplicação da velocidade longitudinal completamente 
desenvolvida da Eq. (5.33.a) junto com a substituição da fórmula inversa da Eq. (5.42.b) 
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   (5.59.a) 
com coeficiente integral dado por: 
    
1
1
i f ig u y y dy

    (5.59.b) 
 
Para o caso mais geral envolvendo o desenvolvimento simultâneo hidrodinâmico 
e do transporte de massa, a substituição é feita com a componente longitudinal de 
velocidade da Eq. (5.34.a) em conjunto com a mesma fórmula da inversa da Eq. (5.42.b) 
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    (5.60.b) 
 
No âmbito das baterias de fluxo redox, a densidade de corrente limite, aquela 




em contato com as superfícies reativas, guarda intrínseca relação com o transporte de 
massa. A condição de consumo instantâneo de eletrólitos já vem sendo adotada desde a 
modelagem realizada na seção 5.2.1.1 e, portanto, a corrente elétrica obtida com os 
resultados da solução do modelo desenvolvido é a própria corrente limite. 
Dentre as grandezas modeladas, aquela que está diretamente relacionada ao 
consumo de eletrólitos pelas reações de oxidação-redução é o termo fonte S . De fato, 
em sua forma dimensional, ele é uma medida de quantos mol por unidade de volume do 
eletrólito são consumidos por unidade de tempo. A relação do termo fonte com a 
densidade de corrente é determinada através da integração ao longo de um volume de 
comprimento variável e ocupando toda a seção transversal do eletrodo no topo da 
Figura 5-2, com a posterior divisão pela área da interface do eletrodo poroso com o 
fluido livre. Já com as expressões para S  e para mk  substituídas, a expressão para a 
densidade de corrente dimensional é mostrada abaixo: 

















  (5.61) 
em que n  é o número de elétrons envolvidos nas reações eletroquímicas, F  é a 
constante de Faraday (96485 C/mol) e x  é o comprimento do volume do eletrodo 
considerado para a determinação da densidade de corrente. 
Para manter a generalidade da análise, é conveniente adimensionalizar a 










   (5.62.a) 
tem-se que, 
















  (5.62.b) 
em que limi  é a densidade de corrente adimensional. 










 à Eq. (5.39.a), usando a condição de 
contorno de não-penetrabilidade do escoamento na parede, as condições de contorno da 
Eq. (5.39.c,d), a definição da Eq. (5.35.b) e a expressão para a concentração média da 
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  (5.63) 
 










i x c c x
x

    
  (5.64) 
 
A relação entre a concentração média e densidade de corrente adimensionais da 
Eq. (5.64) demonstra que a segunda é uma medida direta do esgotamento médio dos 
eletrólitos à medida que o escoamento avança ao longo do canal de placas paralelas. 
 
5.2.1.5. Procedimento de solução 
 
As componentes de velocidade para o caso de desenvolvimento simultâneo, 
definidas na modelagem da seção 5.2.1.1, são obtidas seguindo os mesmos 
procedimentos da transformação integral descritos na seção 4.1. O mesmo pode ser dito 
do perfil de velocidade completamente desenvolvido, obtido analiticamente conforme 
mostrado nas Eqs. (4.6.a,b) e (4.7.b). Devido à independência dos seus resultados em 
relação àqueles do transporte de massa, o campo vetorial de velocidade é sempre obtido 
em uma etapa anterior e independente em relação à solução do problema transformado 
para a concentração. 
Antes de prosseguir com a solução do problema transformado da Eq. (5.55.a), 
valores numéricos devem ser determinados para os coeficientes tanto da condição de 
entrada, quanto para aqueles envolvidos nas equações diferenciais parciais. Substituindo 
a fórmula da inversa, Eq. (5.46.b), nos coeficientes integrais das Eqs. (5.52) e (5.55.c,d) 
e rearranjando os somatórios envolvidos, integrais em termos da autofunção auxiliar m  
surgem. As integrais em termos das autofunções mais simples podem ser facilmente 
avaliadas a partir de fórmulas de recorrência analiticamente obtidas com rotinas de 
computação simbólica presentes no software Mathematica v. 10.4 (WOLFRAM, 2016). 
Os sistemas transformados para a solução tanto do problema de autovalor quanto 
do problema de transporte de massa possuem infinitas equações e infinitas variáveis 




truncamento de ambos deve ser realizado. O tamanho final de cada um é determinado 
diretamente por quantos termos são utilizados nos somatórios das fórmulas da inversa, 
expressas pelas Eqs. (5.42.b) e (5.46.b). Nesta seção, o número de termos utilizado na 
expansão em autofunções para a concentração será N, enquanto M termos são 
empregados na expansão em autofunções para i . Estas duas ordens de truncamento 
são os únicos parâmetros a serem monitorados para avaliar a convergência dos 
resultados obtidos com a metodologia aqui descrita, além daqueles já analisados para a 
convergência do campo de velocidades. 
O sistema de equações diferenciais ordinárias, cuja solução deve ser utilizada na 
expansão em autofunções para a concentração, é resolvido de duas maneiras diferentes. 
Conforme já mencionado, o sistema transformado para o caso de escoamento 
completamente desenvolvido admite solução analítica, a qual foi apresentada na Eq. 
(5.54). No entanto, para o caso envolvendo desenvolvimento simultâneo do escoamento 
e do transporte de massa, o sistema transformado pode ser resolvido somente através de 
rotinas numéricas para a solução de problemas de valor inicial. Para a obtenção dos 
resultados desta seção, o método de Gear, implementado na função NDSolve do 
software Mathematica v. 10.4 (WOLFRAM, 2016) foi empregado. Com a posse dos 
potenciais transformados ic , a concentração pode ser facilmente obtida através do 




Em um primeiro momento, a influência do número de Reynolds é investigada. 
Seus efeitos sobre a espessura da região de mistura e o aparecimento do fenômeno de 
potenciais misturados são determinados. Além disso, a escala da densidade de corrente 
limite com o número de Reynolds é de interesse para interpretações físicas acerca da 
fenomenologia do transporte de massa. 
A espessura do eletrodo poroso relativa à metade da altura do canal ( pw ) 
também é variada. Os efeitos da espessura relativa do eletrodo sobre a região afetada 
pela mistura na linha central do canal são investigados. A variação da densidade de 
corrente com pw  também é tema de análise. 
A Tabela 5-1 resume os casos estudados e os demais parâmetros necessários, 




Tabela 5-1. Definição dos parâmetros gerais e casos teste para micro-RFBs sem 
membrana em configuração flow-by. 
Parâmetro Valor Caso Re  
pw  
  0,8 1 5 0,5 
Da  0,002 2 10 0,5 
ox  10 3 25 0,5 
  0,02 4 50 0,5 
ah  26,67 5 100 0,5 
Sc  200 6 50 0,25 
  7 50 0,75 
 
5.2.2.Resultados e Discussão 
 
5.2.2.1. Problema de autovalor 
 
Antes de prosseguir com a análise dos resultados para o transporte de massa, é 
preciso assegurar-se de ter autofunções satisfatoriamente convergidas. Dentre os 
parâmetros que variam ao longo dos casos teste, apenas a espessura relativa do eletrodo 
poroso, pw , tem influência sobre o problema de autovalor da Eq. (5.40.a). A Tabela 5-2 
mostra a evolução com a ordem de truncamento M dos cinco últimos autovalores aqui 
empregados, cujas autofunções associadas são utilizadas na Eq. (5.42.b) para recuperar 
a concentração. Todos os três valores para a espessura relativa pw  definidos na seção 
5.2.1.6 são contemplados. Convergência de cinco dígitos significativos é atingida, 










Tabela 5-2. Convergência dos cinco últimos autovalores usados para a expansão em 
autofunções da concentração em cada caso. Três espessuras relativas mostradas: (a) wp=0,25; 
(b) wp=0,5; (c) wp=0,75. 
(a) 41  42  43  44  45  
M = 100 84,225 86,301 88,374 90,444 92,511 
M = 105 84,225 86,301 88,373 90,444 92,510 
M = 110 84,225 86,300 88,373 90,443 92,510 
M = 115 84,224 86,300 88,373 90,443 92,510 
M = 120 84,224 86,300 88,373 90,443 92,510 
M = 125 84,224 86,300 88,373 90,443 92,509 
M = 130 84,224 86,300 88,372 90,442 92,509 
(b) 51  52  53  54  55  
M = 110 146,714 149,701 153,820 157,445 163,149 
M = 115 146,175 149,045 151,936 155,367 158,637 
M = 120 146,161 148,902 151,695 154,539 157,619 
M = 125 146,157 148,895 151,673 154,496 157,348 
M = 130 146,156 148,895 151,673 154,490 157,338 
M = 135 146,155 148,894 151,672 154,489 157,337 
M = 140 146,154 148,893 151,672 154,489 157,337 
(c) 36  37  38  39  40  
M = 125 157,401 161,039 164,036 166,323 168,365 
M = 130 157,400 161,038 164,034 166,322 168,356 
M = 135 157,399 161,038 164,033 166,322 168,355 
M = 140 157,398 161,036 164,033 166,321 168,354 
M = 145 157,396 161,035 164,032 166,320 168,353 
M = 150 157,395 161,035 164,032 166,320 168,352 
M = 155 157,395 161,034 164,031 166,320 168,352 
 
5.2.2.2. Efeitos do número de Reynolds 
 
Antes de analisar os resultados para a concentração e as grandezas relacionadas, 
é preciso verificar suas características de convergência. A Tabela 5-3 mostra os valores 




ordem de truncamento N. Três números de Reynolds são selecionados dos casos teste da 
Tabela 5-2. Apenas a convergência para o caso com desenvolvimento simultâneo é 
contemplada. O sistema transformado desacoplado para o caso completamente 
desenvolvido apresenta uma convergência mais rápida do que para o caso em 
desenvolvimento simultâneo (COTTA, 1993; COTTA & MIKHAILOV, 1997; COTTA, 
1998). Convergência com pelo menos três dígitos significativos pode ser observada para 
todos os três números de Reynolds analisados. 
Uma separação suficiente entre os eletrólitos e o eletrodo no lado oposto àquele 
em que são inseridos é crucial para o bom funcionamento de baterias de fluxo redox 
sem membrana. O indesejado contato com o eletrodo que não foi designado para um 
dos eletrólitos pode misturar os potenciais e causar severas perdas de desempenho 
(FERRIGNO et al., 2002; CHOBAN et al., 2004; CHOBAN et al., 2005). Portanto, uma 
análise detalhada da região de mistura na interface entre as duas soluções na linha 
central do canal é realizada. 
A Figura 5-3a-c mostra as isolinhas de concentração para três Reynolds 
diferentes (Re = 5, 25 e 100), supondo desenvolvimento simultâneo do escoamento e do 
transporte de massa. Estes gráficos oferecem um panorama geral da concentração em 
todo o domínio do canal. Para um número de Reynolds igual a 5, pode-se observar um 
avanço significativo dos eletrólitos em direção ao eletrodo do lado oposto. Esta situação 
não parece se repetir para os dois outros números de Reynolds estudados, com o Re = 
100 mostrando uma separação visivelmente maior dentre os mostrados na Figura 5-3a-
c. Este comportamento já era esperado, pois números de Reynolds mais baixos 
implicam em tempo de residência mais altos, o que dá mais tempo para que a difusão 
transversal atue. 
 
Tabela 5-3. Convergência da expansão em autofunções para a concentração média para 
três números de Reynolds e cinco posições longitudinais diferentes. Três Reynolds 
mostrados: (a) Re = 5; (b) Re = 25; (c) Re = 100. 
(a) x = 0,1 x = 0,2 x = 0,4 x = 0,6 x = 0,8 
N = 5 0,449 0,454 0,457 0,454 0,451 
N = 10 0,474 0,471 0,466 0,460 0,455 
N = 15 0,481 0,474 0,467 0,460 0,455 
N = 20 0,483 0,476 0,467 0,460 0,455 




(b) x = 0,1 x = 0,2 x = 0,4 x = 0,6 x = 0,8 
N = 20 0,485 0,482 0,479 0,477 0,476 
N = 25 0,487 0,483 0,480 0,477 0,476 
N = 30 0,487 0,483 0,480 0,477 0,476 
N = 35 0,487 0,484 0,480 0,477 0,476 
N = 40 0,488 0,484 0,480 0,477 0,476 
(c) x = 0,1 x = 0,2 x = 0,4 x = 0,6 x = 0,8 
N = 35 0,489 0,485 0,482 0,481 0,481 
N = 40 0,489 0,486 0,483 0,482 0,481 
N = 45 0,489 0,487 0,483 0,482 0,481 
N = 50 0,489 0,488 0,484 0,483 0,481 
N = 55 0,489 0,488 0,485 0,483 0,481 
 
No eletrodo adjacente ao escoamento de eletrólitos, a Figura 5-3a-c mostra 
pequenas protuberâncias próximas à entrada que vão se acentuando à medida que o 
Reynolds aumenta. Este fato é uma indicação de que o aumento do número de Reynolds 
encoraja uma porção maior de fluido a entrar no eletrodo poroso, além de ser um efeito 
do transporte convectivo transversal, incluído no caso em desenvolvimento simultâneo. 
Esta última constatação terá implicações para a densidade de corrente como será visto 
mais à frente. O restante da região do eletrodo adjacente ao fluxo de eletrólitos parece 
consumir quase a totalidade dos eletrólitos que conseguem penetrar no meio poroso. 
A Figura 5-3d-f mostra a situação da zona de mistura de forma mais clara ao 
apresentar os perfis de concentração na saída dos canais para os três números de 
Reynolds estudados. Na Figura 5-3d é corroborada a conclusão tirada com o gráfico de 
contorno correspondente, mostrando que, para Re = 5, uma quantidade significativa do 
eletrólito chega ao eletrodo no lado oposto, podendo levar à manifestação do fenômeno 
de mistura dos potenciais. Para Re = 100, a separação é garantida, com concentrações 
praticamente nulas nas imediações da interface entre o fluido livre e o eletrodo do lado 
oposto ao que ocorre a injeção do eletrólito. A situação com Re = 25 apresenta um 
comportamento intermediário com a frente de avanço da zona de mistura 
aproximadamente na metade do caminho entre a linha central do canal e a interface 
entre o fluido livre e o eletrodo. Uma comparação entre os perfis de concentração na 
saída do canal para as situações de desenvolvimento simultâneo (SD na Figura 5-3d-f) e 




Figura 5-3d-f. A concordância entre os dois é perfeita na escala gráfica para esta 
posição em particular, indicando que o desenvolvimento do escoamento deixou de ser 




Figura 5-3. Isolinhas de concentração e perfil de concentração na saída do canal para três 
números de Reynolds diferentes (LISBOA & COTTA, 2018b). Escoamento em 
desenvolvimento simultâneo denominado SD e escoamento completamente desenvolvido 
denominado FD. Isolinhas de concentração: (a) Re = 5; (b) Re = 25; (c) Re = 100. Perfis de 
concentração na saída do canal: (d) Re = 5; (e) Re = 25; (f) Re = 100. Linhas em verde claro 





A Figura 5-4a ilustra a variação da densidade de corrente com o comprimento do 
eletrodo para três números de Reynolds diferentes sob condições de desenvolvimento 
simultâneo (em símbolos preenchidos). Comprimentos ótimos para a máxima densidade 
de corrente podem ser identificados. Na região imediatamente após a entrada ( 0x  ), 
não há uma quantidade expressiva de superfície reativa em contato com os eletrólitos e 
nenhuma corrente pode ser gerada. À medida que se aumenta o comprimento do canal, 
os eletrólitos chegam às superfícies reativas do eletrodo seja através da difusão ou da 
convecção transversal, e uma corrente começa a se formar. Esta corrente assume valores 
relativamente altos, uma vez que a concentração média de eletrólitos ainda está bem 
próxima da fornecida e a diferença em relação à concentração nas superfícies reativas 
(nula nos casos aqui estudados) está próxima da máxima, o que potencializa o 
transporte de massa. Para comprimentos maiores, o esgotamento dos eletrólitos começa 
a agir, diminuindo as taxas de reação e, consequentemente, as densidades de corrente 
obtidas. Apesar de a corrente total continuar a aumentar, a densidade, sendo uma média 
ao longo de todo o domínio, tende a diminuir, o que de fato acontece a partir dos pontos 
ótimos já ressaltados. 
 
 
Figura 5-4. Dependência da densidade de corrente limite com o número de Reynolds 
(LISBOA & COTTA, 2018b). (a) Comparação da variação das densidades de corrente limite 
com o comprimento do eletrodo para um escoamento completamente desenvolvido (com 
símbolos sem preenchimento) e para desenvolvimento simultâneo (com símbolos preenchidos) 
para três números de Reynolds diferentes. (b) Escalas com o número de Reynolds das 
densidades de corrente para o escoamento completamente desenvolvido (denominado FD) e 





Na mesma Figura 5-4a são incluídos resultados obtidos com o escoamento 
completamente desenvolvido (em símbolos sem preenchimento). Como já era esperado, 
há pouca diferença nos valores para a densidade de corrente para canais mais longos. 
No entanto, canais menores implicam em discrepâncias consideravelmente maiores. Os 
valores para a densidade de corrente limite no caso do desenvolvimento simultâneo são 
persistentemente maiores para todos os comprimentos de canal estudados, o que se deve 
à presença do fluxo convectivo transversal, sobretudo no início do canal. 
A Figura 5-4b apresenta em um gráfico duplo-logarítmico a comparação da 
escala da densidade de corrente limite com o número de Reynolds entre os casos de 
desenvolvimento simultâneo (SD na Figura 5-4b) e de escoamento completamente 
desenvolvido (FD na Figura 5-4b) para um canal com comprimento adimensional igual 
a 10. Para as duas curvas, cinco números de Reynolds (Re = 5, 10, 25, 50 e 100) foram 
utilizados para obter os resultados. A diminuição da densidade de corrente adimensional 
com o número de Reynolds é condizente com sua interpretação como uma medida da 
conversão de eletrólitos ao passar pelo canal, desenvolvida na seção 5.2.1.4. Quanto 
maior o número de Reynolds, menor o tempo de residência dos eletrólitos no canal e, 
portanto, menor o tempo para se difundir para o eletrodo e sofrer reações 
eletroquímicas, diminuindo a conversão. Por outro lado, a densidade de corrente em sua 
forma dimensional é obtida a partir de sua correspondente adimensional pela 
multiplicação de um termo diretamente proporcional ao número de Reynolds. Desta 
forma, a escala da Figura 5-4b deve ser interpretada como um desvio imposto por 
deficiências no transporte de massa para as superfícies reativas da escala linear ideal, na 





 para as soluções com desenvolvimento simultâneo e com 
escoamento completamente desenvolvido, respectivamente, sendo bem próximas da 
escala determinada experimentalmente na seção 3.3.2 para a configuração flow-by. 
Ademais, a escala para escoamento completamente desenvolvido em muito se 
assemelha àquela prevista analiticamente com eletrodos sólidos da seção 5.1.2, 
indicando similaridades fenomenológicas entre as duas situações, como a limitação pela 
difusão. A maior escala da corrente limite para desenvolvimento simultâneo é, então, 
um efeito majoritariamente da advecção, sobretudo no início do canal, conforme 





5.2.2.3. Efeitos da espessura do eletrodo poroso 
 
Novamente, a convergência da concentração, desta vez para os casos variando a 
espessura relativa do eletrodo poroso, é avaliada. Para um número de Reynolds igual a 
50, três espessuras relativas são testadas e os valores da concentração em posições 
longitudinais selecionadas são obtidos para ordens de truncamento N crescentes até que 
uma convergência satisfatória seja atingida. A Tabela 5-4 resume os resultados da 
concentração média para o caso com desenvolvimento simultâneo do escoamento e do 
transporte de massa, mais uma vez assumindo ser esta a situação mais crítica. 
Convergência com três dígitos significativos para cada situação é atingida para as 
ordens de truncamento N indicadas. 
 
Tabela 5-4. Convergência da expansão em autofunções para a concentração média para 
três espessuras relativas do eletrodo e cinco posições longitudinais diferentes com Re = 50. 
Três espessuras relativas mostradas: (a) wp = 0,25; (b) wp = 0,5; (c) wp = 0,75. 
(a) x = 0,1 x = 0,2 x = 0,4 x = 0,6 x = 0,8 
N = 25 0,488 0,488 0,488 0,489 0,489 
N = 30 0,490 0,489 0,489 0,489 0,489 
N = 35 0,491 0,489 0,489 0,489 0,488 
N = 40 0,491 0,490 0,489 0,489 0,488 
N = 45 0,492 0,490 0,489 0,489 0,488 
(b) x = 0,1 x = 0,2 x = 0,4 x = 0,6 x = 0,8 
N = 35 0,488 0,485 0,482 0,480 0,479 
N = 40 0,489 0,485 0,482 0,480 0,479 
N = 45 0,489 0,486 0,482 0,480 0,479 
N = 50 0,489 0,487 0,482 0,480 0,479 
N = 55 0,489 0,487 0,482 0,481 0,479 
(c) x = 0,1 x = 0,2 x = 0,4 x = 0,6 x = 0,8 
N = 20 0,476 0,465 0,446 0,434 0,426 
N = 25 0,477 0,470 0,452 0,439 0,429 
N = 30 0,477 0,472 0,454 0,440 0,430 
N = 35 0,477 0,472 0,455 0,440 0,430 





A Figura 5-5a-c ilustra as isolinhas de concentração para as três espessuras 
relativas do eletrodo definidas na Tabela 5-1 para um número de Reynolds igual a 50. 
Para o caso com os eletrodos ocupando um quarto do canal, a separação se mantém 
satisfatória para as condições avaliadas aqui. O mesmo parece ser o caso dos eletrodos 
ocupando metade do canal, com o contorno correspondente a uma concentração 
adimensional de 0,1 suficientemente afastado da interface do fluido livre com o eletrodo 
oposto à injeção dos eletrólitos. Por último, o caso com os eletrodos ocupando 75% do 
canal apresenta uma maior proximidade do contorno de concentração adimensional 
igual a 0,1 em relação à interface entre o fluido livre e o eletrodo na parte inferior. Estes 
fatos decorrem do aumento da proporção do canal ocupada pelos eletrodos porosos 
diminui a espessura disponível para o escoamento, o que diminui a distância transversal 
que as espécies têm que percorrer para que atinjam o eletrodo do lado oposto, 
facilitando o aparecimento do fenômeno de mistura dos potenciais. 
A Figura 5-5d-f mostra a influência da espessura relativa dos eletrodos na região 
de mistura em mais detalhes através dos perfis de concentração na saída do canal. As 
constatações feitas a partir da Figura 5-5a-c permanecem válidas. A frente da região de 
mistura com concentrações já expressivas de eletrólitos é capaz de avançar até tocar no 
eletrodo poroso do lado oposto para o caso de espessura relativa igual a 0,75, tornando 
esta situação, para as condições analisadas, inadequada do ponto de vista da separação 
dos eletrólitos. 
A Figura 5-6 apresenta a variação da densidade de corrente limite com o 
comprimento do eletrodo. Comprimentos ótimos para a máxima densidade de corrente 
podem novamente ser identificados, sendo especialmente pronunciados nos resultados 
considerando o desenvolvimento simultâneo do escoamento e do transporte de massa 
(com símbolos preenchidos). As razões para este fenômeno são as mesmas já 
explicitadas anteriormente na seção 5.2.2.2. Os resultados para os casos com 
escoamento completamente desenvolvido (com símbolos sem preenchimento) são quase 
insensíveis à variação da espessura relativa do eletrodo para as condições aqui 
estudadas. Este comportamento não se repete para os casos com desenvolvimento 
simultâneo, ressaltando a importância de se considerar a evolução do escoamento ao 
longo do canal. A importância do desenvolvimento simultâneo é especialmente notória 
para eletrodos ocupando 75% do canal, caso no qual, mesmo para canais com 
comprimentos maiores, a diferença entre as densidades de corrente obtidas entre as duas 




corrente para as diferentes espessuras relativas do meio poroso, fica claro o aumento da 
conversão de eletrólitos com espessuras crescentes do eletrodo. 
 
 
Figura 5-5. Isolinhas de concentração e perfil de concentração na saída do canal para três 
valores distintos da espessura relativa do eletrodo com Re = 50 (LISBOA & COTTA, 
2018b). Escoamento em desenvolvimento simultâneo denominado SD e escoamento 
completamente desenvolvido denominado FD. Isolinhas de concentração: (a) wp = 0,25; (b) wp 
= 0,5; (c) wp = 0,75. Perfis de concentração na saída do canal: (d) wp = 0,25; (e) wp = 0,5; (f) wp 







Figura 5-6. Dependência da densidade de corrente limite com a espessura relativa do 
eletrodo poroso com Re = 50 (LISBOA & COTTA, 2018b). Comparação da variação das 
densidades de corrente limite com o comprimento do eletrodo para um escoamento 
completamente desenvolvido (com símbolos sem preenchimento) e para desenvolvimento 
simultâneo (com símbolos preenchidos) para três espessuras diferentes. 
 
5.3. Transporte de Massa em micro-RFBs com Paredes Corrugadas em 
Configuração Flow-by 
 
Nesta seção será avaliada uma alternativa aos eletrodos porosos de carbono para 
aumentar a área catalítica disponível para as reações eletroquímicas usando eletrodos 
sólidos corrugados. Dessa forma, espera-se um ganho de desempenho em relação às 
micro-RFBs co-laminares de placas paralelas, permitindo uma miniaturização ainda 
maior destes dispositivos e quebrando a dicotomia entre a densidade de corrente limite e 
a conversão de reagentes, que fora descrita ao longo da seção 5.1. 
 
5.3.1. Formulação e Metodologia de Solução 
 
5.3.1.1. Modelo de transporte de espécies 
 
A Figura 5-7 mostra a representação esquemática de como se dá o transporte de 
massa em uma bateria de fluxo microfluídica com canal de placas corrugadas. Um 
sistema de coordenadas Cartesiano é incluído para facilitar o entendimento do modelo 
matemático a ser desenvolvido para o transporte de massa nesta situação física. A cor 
vermelha indica regiões com presença significativa do eletrólito cujo transporte está 




de interesse, as paredes, dispostas simetricamente, e as camadas catalíticas também 
estão ilustradas. Além disso, as condições de contorno na entrada são contempladas. No 
que diz respeito ao perfil de velocidades, aquele correspondente ao escoamento 
completamente desenvolvido em um canal de placas paralelas é imposto na entrada. 
Para a concentração da espécie eletroquímica, um perfil constante por partes, 
consistente com a injeção de cada espécie diferente em apenas um dos lados, é utilizado. 
 
 
Figura 5-7. Representação esquemática do problema de transporte de massa em uma 
micro-RFB com canal de placas corrugadas. Zona de mistura indicada por linhas pontilhadas 
na cor branca. 
 
A geometria ilustrada na Figura 5-7 consiste de um canal com seções de placas 
paralelas à montante e à jusante e uma seção corrugada na região central do canal. A 
transição entre estas regiões é sempre feita de maneira suave, mantendo a continuidade 
das funções associadas. Ademais, a parte senoidal tem altura máxima igual à altura do 
canal ( 2h ) na região de placas paralelas, seja à montante ou à jusante. Para as análises 
deste trabalho, cinco períodos de uma senóide são utilizados para a construção da seção 
central tanto da parede inferior quanto da superior. As funções que representam 
matematicamente as paredes superior e inferior são dadas pelas Eqs. (4.36) e (4.37), 
respectivamente. Os parâmetros utilizados também já foram apresentados na Tabela 4-5, 
e a nomenclatura para os parâmetros é a mesma da seção 4.2.1.1. 
A modelagem e a metodologia de solução por transformação integral do 
escoamento em um canal de paredes corrugadas já foram intensamente discutidas ao 
longo da seção 4.2. Portanto, todos os modelos e resultados obtidos naquela seção são 
válidos para a análise do transporte de massa com a mesma geometria, permitindo a 
dedicação dos desenvolvimentos subsequentes à elucidação do problema de transporte 




Para a avaliação exclusivamente do transporte de massa, uma única espécie 
eletroquímica é considerada, sendo escolhida aquela com a menor difusividade e, 
portanto, a que limita o desempenho da RFB pela maior dificuldade em entregar 
reagentes às superfícies reativas. O modelo escolhido é o de transporte de espécie 
diluída bidimensional com difusividade constante. Matematicamente, tal modelo para o 
sistema de coordenadas Cartesiano mostrado na Figura 5-7 em sua forma adimensional 
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  (5.65) 
em que x  é a coordenada longitudinal adimensional, y  é a coordenada transversal 
adimensional, u  é a componente longitudinal do vetor velocidade adimensional, v  é a 
componente transversal do vetor velocidade adimensional, c  é a concentração molar 
adimensional e Pe  é o número de Péclet. 
A respeito das condições de contorno, na entrada um perfil de concentração 
molar adimensional constante por partes é imposto, isto é, a concentração da solução de 
eletrólitos é finita na região adjacente à parede superior do canal e nula próxima a 
parede inferior. Assumindo que a parede inferior da Figura 5-7 é inerte em relação à 
espécie eletroquímica sob análise, uma condição de parede impermeável é imposta a 
ela. As condições de corrente limite são consideradas na camada catalítica superior. Em 
outras palavras, assume-se que a escala de tempo da cinética das reações eletroquímicas 
é muito menor do que a escala de tempo do transporte convectivo-difusivo da espécie 
até a superfície reativa, permitindo a imposição de uma concentração molar nula na 
parede superior. Finalmente, para a saída do canal, uma condição de invariância com a 
direção longitudinal é utilizada. As condições de contorno descritas podem ser 
sumarizadas da seguinte forma: 
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  (5.66.a-d) 














  (5.66.e) 
As quantidades adimensionais são relacionadas com as grandezas dimensionais 























  (5.67.a-f) 
sendo 0u  a velocidade média imposta na entrada do canal, 0c  a concentração molar 
uniforme do eletrólito imposta na região indicada por setas vermelhas na Figura 5-7, *u  
a componente longitudinal do vetor velocidade, *v  a componente transversal do vetor 
velocidade, *c  a concentração molar do eletrólito, 0D  a difusividade da espécie 
eletroquímica, Sc  o número de Schmidt (  0 0 0D  ). 
 
5.3.1.2. Problema de autovalor 
 
Com a aplicação da transformação integral apenas na direção transversal do 
canal de placas corrugadas, o problema de autovalor deverá variar com a geometria ao 
longo da coordenada longitudinal, de modo a cumprir as condições de contorno nas 
paredes. Para um problema convecção-difusão em um canal de geometria irregular, o 
problema de Sturm-Liouville adequado é dado por (CASTELLÕES et al., 2010), 
 











  (5.68.a) 
















































Empregando a mudança de variável  2y y x   e a identidade decorrente da 
simetria da geometria da Figura 5-7    1 2y x y x  , temos que: 











       (5.69.a) 
com condições de contorno dadas por, 
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     (5.69.b,c) 
 
Uma solução analítica das Eqs. (5.69.a-c) é possível em termos das funções seno 
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  (5.70.a) 
com autovalores dados por, 








     (5.70.b) 
 
A autofunção da Eq. (5.70.a) conta com a seguinte propriedade da 
ortogonalidade: 
 









x y x y dy     (5.71) 
 
Prosseguindo com o formalismo da GITT, um par transformada-inversa é 
formado e apresentado abaixo: 
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x y dy  na Eq. (5.65), usando integração por partes 
quando apropriada, rearranjando, empregando a propriedade da ortogonalidade da Eq. 
(5.71), e substituindo a fórmula inversa da Eq. (5.72.b), temos que: 
 
- Para os termos convectivos: 
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Organizando as Eqs. (5.73-76) de acordo com a Eq. (5.65), o seguinte sistema de 
equações diferenciais ordinárias resulta: 
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  (5.77.b,c) 
 
As condições de contorno na direção x são obtidas de maneira similar, 
resultando em: 
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     (5.78.a,b) 
 
5.3.1.4. Procedimento de solução 
 
As componentes do vetor velocidade necessárias para a avaliação dos 
coeficientes integrais da Eq. (5.77.b,c) são obtidas com o procedimento de 
transformação integral descrito em detalhes na seção 4.2. Os coeficientes integrais das 
Eqs. (5.77.b,c) e (5.78.a) são, então, obtidos através de rotinas de computação simbólica 
do software Wolfram Mathematica v. 10.4 (WOLFRAM, 2016). A avaliação numérica 
das integrais não elimina a dependência destas com a coordenada longitudinal, sendo a 
relação analítica com x mantida com o uso de computação simbólica. 
O sistema transformado das Eqs. (5.77.a) e (5.78.a,b) deve ser truncado para 
uma ordem finita N, sendo esta diretamente relacionada com quantos termos do 
somatório da fórmula inversa da Eq. (5.72.b) são efetivamente utilizados para a 
avaliação da concentração molar adimensional. Esta ordem de truncamento é o único 
parâmetro a ser monitorado para determinar a convergência dos resultados obtidos. 
A efetiva solução numérica do problema transformado das Eqs. (5.77.a) e 
(5.78.a,b) é realizada com um método de colocação com a aproximação de Simpson e 
uma tolerância para o resíduo de 10
-3
 (SHAMPINE et al., 2006). Este método foi 
programado na plataforma Wolfram Mathematica v. 10.4 (WOLFRAM, 2016) em 
virtude da maneira natural com que lida com métodos híbridos numérico-analíticos 
como a GITT. Com a solução numérica do problema transformado em mãos, é possível 
recuperar a distribuição de concentração molar adimensional com o auxílio da fórmula 




O procedimento de solução é repetido para três amplitudes adimensionais da 
corrugação diferentes. Para cada uma dessas amplitudes, cinco números de Reynolds 
são levados em consideração ( 0,5; 0,75; 1; 2,5; 5Re  ) para a análise da distribuição de 




Nas análises por vir, a densidade de corrente limite será um dos principais 
parâmetros a serem avaliados para determinar o desempenho do conceito de canal de 
placas corrugadas em relação ao transporte de espécies para a superfície reativa. 
Assumindo que o eletrólito é consumido apenas na fina camada catalítica superior da 
Figura 5-7, a densidade de corrente limite se torna diretamente proporcional ao 
gradiente da concentração molar na parede superior. A constante de proporcionalidade é 
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  (5.79) 
em que n  é o número de elétrons envolvidos nas reações eletroquímicas, F  é a 
constante de Faraday (96485 C/mol), e *lim,xi  é a densidade de corrente limite 
dimensional local. Para manter a generalidade da análise, uma adimensionalização para 
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  (5.80) 
sendo lim,xi  a densidade de corrente limite local adimensional. 
A densidade de corrente limite média é obtida através da normalização da 
corrente total produzida ao longo de toda a camada catalítica pelo produto entre o 
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sendo limi  a densidade de corrente limite adimensional. 
A conversão de reagentes também é um importante indicador da eficiência do 
transporte de massa até as superfícies reativas. Em suma, é uma medida de quanto da 
carga disponibilizada na entrada do canal é efetivamente utilizada a cada passe da 
solução de eletrólitos, sendo, portanto, proporcional à densidade de corrente limite 
média como segue: 
 
 














  (5.82) 
em que RU  é a conversão de reagentes a cada passagem da solução de espécies 
eletroquímicas pela bateria de fluxo redox. 
Por fim, a razão entre a altura da zona afetada pela difusão do eletrólito, medida 
a partir da linha de centro do canal em direção ao eletrodo na parte inferior, e a metade 
da altura do canal, razão definida como m , é importante para quantificar o quanto o 
eletrólito avançou em direção ao eletrodo não especificado para si. Este fenômeno 
provocaria a mistura dos potenciais eletroquímicos e a perda de desempenho do 
dispositivo como um todo. O critério empregado é o de coincidir m  com o valor 
absoluto das coordenadas do lugar geométrico em que a concentração molar 
adimensional é igual a 0,01, reproduzindo a definição adotada na seção 5.1.2. 
 
5.3.2. Resultados e Discussão 
 
Antes de proceder com a análise dos resultados obtidos para o transporte de 
massa em uma bateria de fluxo redox com canal de placas corrugadas, é preciso avaliar 
a correta convergência dos mesmos. Para tanto, a Tabela 5-5 oferece valores para a 
densidade de corrente limite média, que tem um papel pivotal nas análises 
subsequentes, como função da ordem de truncamento N, da amplitude adimensional da 
corrugação da parede e do número de Reynolds. O número de Reynolds tem um efeito 
negativo sobre a convergência dos resultados, o que está relacionado a um caráter mais 
convectivo do problema, não capturado pelo problema de autovalor. Uma convergência 
de pelo menos dois algarismos significativos é obtida para ordens de truncamento 





Tabela 5-5. Convergência da densidade de corrente limite média em relação à ordem de 
truncamento N para três amplitudes adimensionais e números de Reynolds diferentes. 
 N 0   0,1   0, 2   0,3   
0,5Re   
33 2,76 2,82 2,91 3,02 
36 2,78 2,84 2,92 3,03 
39 2,79 2,85 2,93 3,03 
42 2,79 2,85 2,93 3,03 
45 2,79 2,85 2,93 3,04 
1Re   
33 3,47 3,55 3,65 3,79 
36 3,49 3,57 3,67 3,81 
39 3,51 3,58 3,68 3,82 
42 3,50 3,58 3,68 3,81 
45 3,51 3,59 3,68 3,82 
5Re   
33 5,88 6,00 6,14 6,35 
36 5,94 6,06 6,21 6,41 
39 5,99 6,11 6,25 6,45 
42 5,96 6,08 6,22 6,42 
45 5,98 6,10 6,23 6,42 
 
Inicialmente, a correta separação entre o eletrólito e o eletrodo que não fora 
designado para o mesmo deve ser avaliada. A Figura 5-8a-c mostra as isolinhas de 
concentração para três números de Reynolds diferentes e uma amplitude adimensional 
igual a 0,2. Fica claro a partir dos gráficos que o aumento do número de Reynolds, ao 
diminuir o tempo de residência dos reagentes no interior da RFB, tem o efeito de inibir 
a difusão dos eletrólitos em direção ao eletrodo indevido, ao mesmo tempo em que 







Figura 5-8. Isolinhas de concentração e perfis de concentração na saída do canal para três 
diferentes números de Reynolds e amplitude adimensional igual a 0,2. Os resultados obtidos 
com transformação integral denominados como GITT, enquanto os resultados obtidos com o 
COMSOL são denominados FEA. Isolinhas de concentração: (a) Re = 0,5; (b) Re = 1; (c) Re = 
5. Perfil de concentração na saída do canal: (d) Re = 0,5; (e) Re = 1; (f) Re = 5. Linha vertical 
em verde representando a posição da isolinha em que a concentração adimensional é igual a 




Para corroborar as observações feitas, a Figura 5-8d-f apresenta os perfis de 
concentração na saída do canal. Fica claro que, para um número de Reynolds igual a 
0,5, uma separação inadequada do eletrólito resulta, tornando os números de Reynolds 
abaixo deste valor inapropriados para a operação da RFB em questão. Linhas verticais 
na cor verde são incluídas para uma comparação com a zona afetada pela difusão 
prevista pela expressão da Eq. (5.27) aplicada à saída de um canal de placas paralelas. O 
acompanhamento das linhas verticais da zona afetada pela difusão pelos perfis de 
concentração sugere que a relação funcional com o número de Reynolds, prevista para 
um canal de placas paralelas, se mantém para um canal de placas corrugadas, exceto 
para o menor número de Reynolds analisado. Ademais, resultados obtidos com 
elementos finitos utilizando o software COMSOL Multiphysics (Burlington, MA, EUA) 
são incluídos em um esforço de co-validação. A concordância entre os resultados 
obtidos com a GITT e os provenientes do COMSOL é excelente na escala gráfica. 
A Figura 5-9a-c em conjunto com a Figura 5-8b mostram os efeitos da variação 
da amplitude adimensional da parede corrugada nas isolinhas de concentração para um 
número de Reynolds igual a 1. Estes gráficos apresentam uma maior distorção da zona 
afetada pela difusão de eletrólitos quanto maior for a amplitude adimensional, sobretudo 
em comparação com o caso de canal de placas paralelas, também contemplado. Mais 
uma vez, os gradientes próximos à linha central e ao eletrodo na parte superior do canal 
se mostram grandes, sendo o último condizente com a formação de uma camada limite 
de concentração na vizinhança da camada catalítica superior. 
Uma visão mais detalhada da separação dos eletrólitos em relação ao eletrodo 
indevido é oferecida pela Figura 5-9d-f em conjunto com a Figura 5-8e. Nelas, a 
dependência dos perfis de concentração na saída do canal com a amplitude 
adimensional da corrugação da parede é apresentada. Linhas verticais na cor verde 
representando a zona afetada pela difusão prevista pela Eq. (5.27) para um canal de 
placas paralelas é incluída para fins comparativos. Dessa forma, é possível observar que 
o aumento da amplitude adimensional afeta negativamente a separação dos eletrólitos 
em relação ao eletrodo para o qual não fora designado. Adicionalmente, resultados 
obtidos com o uso de análise de elementos finitos com o auxílio do software comercial 
COMSOL Multiphysics (Burlington, MA, EUA) são incluídos para a co-validação com 
os resultados advindos da transformação integral. A concordância é, mais uma vez, 






Figura 5-9. Isolinhas de concentração e perfis de concentração na saída do canal para três 
diferentes amplitudes adimensionais e número de Reynolds igual a 1. Os resultados obtidos 
com transformação integral denominados como GITT, enquanto os resultados obtidos com o 
COMSOL são denominados FEA. Isolinhas de concentração: (a) α = 0; (b) α = 0,1; (c) α = 0,3. 
Perfil de concentração na saída do canal: (d) α = 0; (e) α = 0,1; (f) α = 0,3. Linha vertical em 
verde representando a posição da isolinha em que a concentração adimensional é igual a 0,01 na 




A Figura 5-10 apresenta a variação da densidade de corrente limite local com a 
coordenada horizontal para três números de Reynolds e quatro amplitudes 
adimensionais diferentes. Os resultados mostrados demonstram um comportamento 
oscilatório da densidade de corrente limite para canais de placas corrugadas, em 
oposição de fase com a oscilação da altura do canal, em torno da corrente limite para o 
caso com placas paralelas ( 0  ). A amplitude desta oscilação nas curvas de densidade 
de corrente limite local aumenta com incrementos da amplitude adimensional da 
corrugação, o que resulta dos ciclos de aceleração e desaceleração do escoamento que 
podem ser observados nos resultados da seção 4.2. 
 
 
Figura 5-10. Densidade de corrente limite local em função da coordenada horizontal para 
três números de Reynolds e quatro amplitudes adimensionais diferentes. (a) Re = 0,5; (b) 





Resultados para uma bateria de fluxo com canal de placas paralelas conforme 
previstos pela análise de Lévêque (LÉVÊQUE, 1928) da seção 5.1.2 são incluídos com 
símbolos na Figura 5-10. A concordância da densidade de corrente limite local obtida a 
partir da Eq. (5.18) e aquela advinda da simulação por transformação integral para 
RFBs com canal de placas paralelas é boa. Ainda assim, desvios maiores estão presentes 
quanto menor for o número de Reynolds. Este comportamento era esperado, uma vez 
que, para tempos de residência maiores, ocorre um maior esgotamento de reagentes, o 
que se desvia das hipóteses assumidas na análise simplificada de camada limite da seção 
5.1. Ainda assim, a constatação da proximidade entre estes resultados adiciona 
confiança na capacidade da metodologia desenvolvida em capturar corretamente a 
fenomenologia envolvida. 
A Figura 5-11a mostra a densidade de corrente limite média em função do 
número de Reynolds para quatro amplitudes adimensionais da corrugação da parede. O 
número de Reynolds tem um efeito positivo sobre a densidade de corrente limite média, 
o que está diretamente relacionado ao aumento dos gradientes de concentração na região 
próxima a parede corrugada superior, observada na Figura 5-8a-c. A amplitude 
adimensional da corrugação também afeta positivamente a densidade de corrente limite 
média para a faixa de número de Reynolds mostrada. 
 
 
Figura 5-11. Densidade de corrente limite média e conversão de reagentes em função do 
número de Reynolds para quatro amplitudes adimensionais diferentes. (a) Densidade de 
corrente limite média; (b) conversão de reagentes. Os símbolos representam resultados obtidos 






Para um melhor entendimento dos efeitos da corrugação, curvas são ajustadas 
aos dados obtidos para a densidade de corrente limite média com simulação por 
transformação integral. Leis de potência são propostas com base nos resultados obtidos 
com a análise simplificada de Lévêque da seção 5.1.2. As expressões obtidas com o 
ajuste de curvas são apresentadas na Figura 5-11a. A partir dessas curvas, é possível ver 
que o aumento da amplitude da parede corrugada diminui o expoente, sugerindo que, a 
partir de um determinado número de Reynolds, a amplitude passará a diminuir a 
densidade de corrente limite média em relação àquela para um canal de placas paralelas. 
No entanto, os números de Reynolds necessários para a ocorrência de tal inversão são 
bem altos, da ordem de 10
6
, sendo incompatíveis com a operação de micro-RFBs co-
laminares. Por outro lado, a constante que multiplica a lei de potência aumenta 
monotonicamente com a amplitude adimensional, o que compensa as perdas com a 
diminuição do expoente decorrente da introdução da corrugação na parede da bateria de 
fluxo. 
A Figura 5-11b trata da variação da conversão de reagentes com o número de 
Reynolds para quatro diferentes valores de amplitude adimensional da corrugação da 
parede. Todas as curvas apresentadas são monotonicamente decrescentes, o que está de 
acordo com o menor tempo disponível para as reações na camada catalítica com o 
aumento do número de Reynolds. Na escala gráfica, aparentemente, apenas ganhos 
marginais são obtidos com a introdução da corrugação em comparação com RFBs de 
placas paralelas convencionais, sendo que os ganhos maiores ocorrem nos menores 
números de Reynolds analisados. 
Novamente, os dados obtidos pela simulação por transformação integral para a 
conversão dos reagentes são ajustados a leis de potência e apresentados na Figura 5-11b. 
A mesma diminuição paulatina do expoente aplicado ao número de Reynolds nas curvas 
ajustadas observada na análise da densidade de corrente limite média está presente, o 
que era esperado pela relação direta entre estas duas quantidades preconizada pela Eq. 
(5.82). Esta diminuição do expoente poderia tornar o uso da corrugação desvantajoso a 
partir de um patamar de número de Reynolds. Contudo, da mesma forma como ocorre 
com a densidade de corrente limite, o número de Reynolds para o qual a corrugação 
cessa o seu efeito benéfico é bastante alto, fora do escopo de micro-RFBs. Por outro 
lado, a constante da lei de potência aumenta conforme a amplitude adimensional se 




A Tabela 5-6 mostra os efeitos da corrugação sobre a conversão dos reagentes e 
a zona afetada pela difusão dos eletrólitos em direção ao eletrodo para o qual não foram 
designados. Para tanto, a tabela compara valores obtidos para uma amplitude nula 
(placas paralelas) e para uma amplitude adimensional igual a 0,3. O aumento percentual 
relativo nas quantidades mencionadas também é incluído. O aumento da conversão dos 
reagentes fica em torno de 8-9%, bem próximo do aumento de área com a introdução da 
corrugação, que é de 12% para a amplitude adimensional de 0,3. Tal constatação sugere 
que a maior parte do ganho com a introdução da corrugação decorre do aumento de área 
de superfície reativa que ela provoca. Ademais, o fato de o ganho na conversão dos 
reagentes não ser igual ao aumento de área catalítica indica que a oscilação observada 
nas curvas para a densidade de corrente limite local da Figura 5-10 tem efeito líquido 
negativo sobre a densidade de corrente limite média e, por conseguinte, sobre a 
conversão dos reagentes. O tamanho da zona afetada pela difusão das espécies na saída 
do canal apresenta aumentos de cerca de 10%, porém, se tornando muito maiores para 
os números de Reynolds mais baixos na faixa analisada. Tal fenômeno pode ser 
relacionado com as perturbações induzidas pela corrugação no campo de concentração 
tal qual mostrado na Figura 5-8 e na Figura 5-9. Quando comparados com os resultados 
para a conversão de reagentes, a corrugação não produz aumento de desempenho 
suficiente para contrapor o aumento da zona afetada pela difusão por ela provocado. 
Para números de Reynolds maiores, nos quais o tamanho da zona afetada pela difusão 
deixa de ser fator limitante, o uso de paredes corrugadas se torna vantajoso. 
 
Tabela 5-6. Avaliação dos efeitos da corrugação sobre a conversão dos reagentes e o 
tamanho da zona afetada pela difusão das espécies eletroquímicas na saída do canal. 
Re  
 (%)RU  
m  
0   0,3   
Aumento 
relativo 
0   0,3   
Aumento 
Relativo 
0,5 20,5 22,4 9,3% - - - 
0,75 15,7 17,1 8,9% 0,668 0,781 17% 
1 12,9 14,1 9,3% 0,560 0,619 11% 
2,5 6,98 7,54 8,0% 0,334 0,367 9,9% 





Capítulo 6 - Conclusões 
 
Em um primeiro momento, a estratégia de redução de escala de uma construção 
típica de uma bateria de fluxo com membrana foi considerada. Neste contexto, uma 
nova alternativa útil e versátil para a otimização de redes fluídicas com o intuito de 
solucionar problemas decorrentes da deficiência no transporte de massa foi proposta. 
A análise teórica mostrou e quantificou o mecanismo de intensificação do 
transporte de massa através da regulação do tamanho da constrição nos bocais da 
geometria com canais de paredes corrugadas. Estas redes fluídicas causaram um 
aumento de 7x na densidade de corrente limite predita, quando são comparados o caso 
mais extremo em termos de estreitamento dos bocais com o caso flow-by, utilizado 
como referência. 
Os experimentos com baixas concentrações demonstraram uma mudança na 





uma intensificação significativa do mecanismo de transporte de massa com a introdução 
da corrugação nos canais. As previsões teóricas se provaram imprecisas, predizendo um 
aumento de 7x na densidade de corrente limite para a rede fluídica 800-200 em 
comparação com o caso de referência. Este resultado subestima consideravelmente o 
aumento de 12x determinado experimentalmente. Experimentos com altas 
concentrações também foram conduzidos. Uma melhoria abrupta no desempenho com a 
mudança moderada entre a configuração flow-by e as redes fluídicas com canais de 
paredes corrugadas 600-400 foi observada nas curvas de polarização corrigidas por IR. 
Uma diminuição da melhoria do transporte de massa progressivamente com o 
estreitamento dos bocais dos canais com corrugação nas paredes se mostrou presente em 
todos os casos considerados. Com isso, é possível chegar à conclusão de que prosseguir 
com o estreitamento dos canais seria pouco efetivo em termos de aumento da densidade 
de potência produzida pelo dispositivo. As redes fluídicas de canais de paredes 
corrugadas 800-200 foram capazes de atingir uma das maiores densidades de potência já 
produzidas, de 1,3 W/cm². 
Ao investigar como a densidade de potência líquida varia com a vazão 
volumétrica, duas principais características foram identificadas. A primeira é o 
deslocamento da máxima densidade de potência produzida em direção a vazões 




máxima densidade de potência é possível. O segundo ponto é o aumento da máxima 
densidade de potência líquida com o estreitamento dos bocais. Estes achados destacam a 
relevância da geometria com canais corrugados proposta, por permitir o 
desenvolvimento de um projeto otimizado para qualquer condição operacional desejada, 
quando a densidade de potência líquida é o principal parâmetro de desempenho. 
Alternativamente, a miniaturização de baterias de fluxo redox com a separação 
entre os eletrólitos garantida pelo escoamento laminar, eliminando a necessidade da 
utilização de uma membrana seletiva de íons, foi explorada no decorrer do presente 
trabalho. A maior dificuldade de projeto envolvida neste tipo de bateria de fluxo gera a 
necessidade de um melhor entendimento da física do transporte de massa em diversas 
configurações propostas para estes dispositivos. Três configurações foram tema do 
trabalho aqui desenvolvido: flow-by com canais de placas paralelas e eletrodos sólidos; 
flow-by com canais de placas paralelas e eletrodos porosos; flow-by com canais de 
placas corrugadas. 
Antes de prosseguir com a análise do transporte de massa em si, avanços na 
metodologia de solução escolhida, a Técnica da Transformada Integral Generalizada 
(GITT), precisaram ser feitos. Uma combinação de uma nova interpretação física para a 
solução de escoamentos por transformada integral como infinitos vórtices perturbando 
um escoamento base e a formulação em domínio único para aplicações em meios 
heterogêneos foi desenvolvida.  
Tendo em mente a bateria de fluxo redox sem membrana em configuração flow-
by como eletrodos porosos, resultados de referência para a situação física de 
desenvolvimento hidrodinâmico em canais de placas paralelas parcialmente ocupados 
por meios porosos foram obtidos, e, então, empregados no esforço de co-verificação 
com resultados de FEA. A argumentação física com a variação dos perfis de velocidade 
na direção longitudinal ofereceu maiores evidências da robustez e confiabilidade da 
metodologia proposta para solucionar problemas de escoamento em canais parcialmente 
ocupados por meios porosos. 
O uso de variações abruptas de propriedades físicas para representar as 
diferentes camadas de materiais no domínio permitiu evitar modelos complicados para o 
escoamento envolvendo diferentes equações diferenciais parciais acopladas através de 
suas interfaces comuns. A inclusão de informações acerca da variação abrupta de 




de convergência comparáveis àquelas já reportadas para o escoamento de um fluido 
livre ao longo de um canal de placas paralelas com uma metodologia de solução similar. 
O escoamento em um canal de placas corrugadas, compatível com RFBs em 
configuração flow-by com corrugação nas paredes, foi resolvido com a mesma técnica 
de transformação integral. Porém, empregando um problema de autovalor variável com 
a coordenada longitudinal. Novamente, uma comparação favorável entre os resultados 
obtidos por transformação integral e aqueles provenientes da análise por elementos 
finitos foi realizada, sendo a concordância entre os perfis da componente longitudinal de 
velocidade, em ambas as direções, perfeita na escala gráfica. Uma avaliação da física do 
escoamento contida nos resultados obtidos com transformação integral também foi 
oferecida, adicionando para o esforço de verificação da metodologia e do código 
desenvolvidos. 
O caso mais simples de RFB sem membrana foi analisado com o auxílio da 
teoria da camada limite e técnicas de solução por similaridade. A configuração flow-by 
com eletrodos sólidos mostrou uma limitação intrínseca da conversão dos reagentes 
decorrente da relação direta entre a mesma e o tamanho da zona afetada pela difusão das 
espécies eletroquímicas. A partir da análise, foi possível estabelecer um teto para a 
conversão de reagentes em 31,2%, o que é baixo para um bom aproveitamento da 
densidade energética da solução de eletrólitos. A análise da camada limite de 
esgotamento permitiu estabelecer, por uso da análise assintótica de Lévêque 
(LÉVÊQUE, 1928), uma escala da densidade de corrente limite com ~Re
1/3
. Tal escala 
está de acordo com resultados obtidos experimentalmente para a RFB com membrana 
em configuração flow-by, corroborando a limitação pela difusão naquela situação. 
Adicionalmente, a análise desenvolvida demonstrou que a miniaturização destes 
dispositivos tem o efeito de aumentar a densidade de corrente limite dimensional, 
enquanto a conversão de reagentes e a zona afetada pela difusão são independentes da 
escala para dispositivos similares. 
A análise teórica do transporte de massa para uma bateria de fluxo em 
configuração flow-by com eletrodos porosos em condições de limitação pelo transporte 
de massa foi conduzida. Novamente, a combinação de uma técnica de transformação 
integral com a formulação em domínio único foi empregada com sucesso para a solução 
das equações governantes. O problema de autovalor proposto contendo as propriedades 
físicas e as características do termo fonte dissipativo e do escoamento completamente 




velocidades com a coordenada longitudinal é desconsiderada. Ademais, a condição de 
desenvolvimento simultâneo do escoamento e do transporte de massa também foi 
levada em consideração, sendo o problema transformado resultante resolvido 
numericamente. 
A análise da dependência de uma suficiente separação entre o eletrólito e o 
eletrodo do lado oposto ao que ele é injetado com o número de Reynolds foi realizada. 
Foi verificado que, para baixos números de Reynolds, a mistura se torna demasiada e o 
fenômeno de mistura dos potenciais se torna uma realidade. O aumento do número de 
Reynolds mitiga facilmente este problema ao diminuir o tempo de residência do 
eletrólito no interior do dispositivo, dificultando a ação da difusão e da convecção 
transversais. A influência do número de Reynolds sobre a densidade de corrente limite 
também foi investigada. Um comprimento ótimo do eletrodo, em termos de máxima 
densidade de corrente obtida, pôde ser identificado. Diferenças expressivas entre os 
resultados para um escoamento completamente desenvolvido e para o desenvolvimento 
simultâneo destacam a importância da aplicação do segundo, sobretudo para canais mais 
curtos. A escala da densidade de corrente limite em sua forma dimensional com o 
número de Reynolds foi determinada como sendo ~Re
0,41
. 
Os efeitos da variação da espessura relativa do eletrodo também foram avaliados 
sob o ponto de vista da separação do eletrólito em relação ao eletrodo do lado oposto. 
Verificou-se a tendência a uma maior presença de eletrólitos em contato com superfícies 
reativas indevidas quanto maior a proporção do canal ocupada pelo eletrodo poroso. A 
região menor pela qual o fluido pode escoar livremente leva a um caminho menor a ser 
percorrido pelos eletrólitos até atingir o meio poroso no lado oposto àquele em que 
foram injetados. Por sua vez, a análise da densidade de corrente para diferentes 
espessuras relativas para o eletrodo corroborou a importância de se considerar o 
desenvolvimento simultâneo do escoamento e do transporte de massa. Para o caso com 
escoamento completamente desenvolvido, pouca mudança pôde ser observada com a 
mudança de espessuras relativas do meio poroso, enquanto valores consideravelmente 
mais altos foram obtidos com o desenvolvimento simultâneo. 
A análise da correta separação entre o eletrólito e o eletrodo para o qual não foi 
designado também foi realizada no âmbito de baterias de fluxo redox em configuração 
flow-by com canal de placas corrugadas. Para as condições investigadas, um número de 
Reynolds menor ou igual a 0,5 mostrou-se inapropriado para este fim, com o aumento 




do lado oposto. Este comportamento se repete para diferentes amplitudes adimensionais 
da corrugação, sendo a distorção do campo de concentrações identificada com este 
parâmetro. Os perfis de concentração na saída do canal foram verificados contra 
resultados obtidos com FEA e a concordância foi boa na escala gráfica, aumentando a 
confiança na metodologia empregada. 
A variação da densidade de corrente limite local também foi investigada, 
mostrando uma oscilação desta na parte intermediária do canal em oposição de fase com 
a senóide utilizada na construção da geometria. Tanto o número de Reynolds quanto a 
amplitude adimensional da corrugação tiveram o efeito de aumentar a amplitude da 
oscilação da densidade de corrente limite local. A influência do número de Reynolds foi 
identificada com os ciclos de aceleração e desaceleração do escoamento e com a 
influência que este comportamento tem na camada limite de esgotamento. A explicação 
do efeito da amplitude da corrugação passa por argumentos semelhantes. 
O aumento da amplitude da corrugação mostrou ter o efeito de diminuir a escala 
tanto da densidade de corrente limite média quanto da conversão de reagentes com o 
número de Reynolds, embora o efeito sobre esta última quantidade seja 
comparativamente menor. Contudo, as constantes de proporcionalidade das leis de 
potência propostas aumentam de maneira considerável, garantindo que a introdução da 
corrugação seja vantajosa para toda a faixa de Reynolds no escopo de micro-RFBs. 
Ademais, uma análise quantitativa demonstrou que um aumento de cerca de 9% na 
conversão de reagentes é obtida para a maior amplitude testada em comparação com a 
bateria de fluxo de canal de placas paralelas, o que sugere este aumento seja em grande 
medida devido ao aumento de área ativa para a ocorrência das reações eletroquímicas. 
Contudo, os efeitos deletérios que a corrugação tem sobre o tamanho da zona afetada 
pela difusão das espécies limita a utilização deste tipo de geometria com números de 
Reynolds baixos, nos quais a ocorrência do fenômeno de mistura de potenciais é muito 
facilitada pela geometria proposta. 
Sugestões para trabalhos futuros passam pela exploração de novas geometrias 
em baterias de fluxo sem membrana e a subsequente verificação da utilização de 
reagentes passível de ser obtida com estes dispositivos usando eletrodos sólidos. Uma 
ampliação da conversão de reagentes em conjunto com uma diminuição na distância 
entre os eletrodos permitiria grandes ganhos de desempenho, além de permitir uma 
aplicação de tripla função de RFBs em circuitos eletrônicos com a adição da 
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